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PARS ALTERA 

CAPUT I. 

Quomodo aquationes refolvenda fuut. 

P oftquam igitur in quaciliqnis alictijus (elutione ad aquationem re¬ 
ventum eft, Se aequatio illa debite ordinata eft Se redu&a* ubi quan- 
‘■‘laces qua: per ipecies defignantur & pro datis habentur 1 ^ Uan 

in niameris, pro ipfis fubftituendi fune numen illi in arqWione JtliTbT 
bitur aequatio numeralis, cujus radix extrafta tandem fatisfacietquxftioni 
t fi m fe£honc annuit in quinque partes aequales, fumendo r pro radio* 

vro U fubt?nfr/ Ubt< i nfaCO?,plCmCnti an B uli Propofiti ad duos rc£tos, & x 
«quationem com P lemenu <I uint:c P«tis anguli illius, perveniffem ad hanc 




- frrx' -t- jr» x — r'q =< 0 . 


Ubi in cafu aliquo particulari dantur in numeris radius r lin M 
gul. complementum fubtendens „ ut quod raC \?& fiL, V 

Sr “ Hl0S * m r k \ pLenf “r 

*’-J-00 AT* H- fOOOO X -- JOOOO S 0, 


7 ‘m. II. 


„ DE NA7VRA 

X 

cujus radix tandem extra&a erit x, feu linea complementum quintas partis 
anguli illius dati fubtendens. 

C A P. II. • 

* Z)e natura radicum aquationis . 

I Tl adix vero numerus ejl qui fi in aquatione pro Utera vel fpecie radicem fi* 
JY gnificante fubjlituatur , efficiet omnes terminos evanefeere. 

Sic icquationis 

x* -x 3 -- I9XX-4-49*-50 ^3 o, 

unitas eft radix, quoniam feripta pro x producit 


- 19 - 4 - 4 ^ ' 


- 3 °> 


hoc eft nihil. Sed aquationis ejufdem plures elTe poflunt radices. Nam 
fi in hac eadem aequatione # 


x*. 


ipxx *+- 4^ x ■ 


- 30 ^ o, 


T AB. 

VIII. 
Fig. 8. 


pro x feribas numerum 1, 6c pro poteftatibus x fimiles poteftates numeri z> 
producetur . l6 _ 8 _ ?6 _ 5 o, 

hoc eft nihil. Atque ita fi pro x feribas numerum 3 vel numerum negati-^ 

vum - f, utroque cafu producetur nihil, terminis a ^ r ™‘ l * ivl * n ^ mc - 

vis in hifce quatuor cafibus fe mutuo deftruentibus. r ° in impleat 

rorum 1 1 2 &_ f* quilibet feriptus m aequatione pro X im P* ^ 

coXionem ipf.us x, efficiendo ut termini omnes tequauon.s conjunaim 
aequentur nihilo, erit quilibet eorum radix aequationis • t- f c ien- 

II. Et ne mireris eandem aequationem habere po (Te plures radices , icien 
dum eft plures effit poffie /elutiones ejufdem problematis 
Ut f.i.rculomm duorum datorumiqmereretur 
terfeftiones, atque adeo quieftio admittit duo rtfponfa; & proinde lequa^o ter 

forte advertas tantum ad arcum APB, tamen ^q uat ’° te ^ in t n ^ r ° d p^- 
tur, determinabit quintam partem arcuum n®” 1 ™ ?pBSAPB, ASBPASB, 
ftaA&B; nempe quintam partem arcuum ASB, Al D *, 

tc APBSAPBSAPB, a:que ac quintam partemXs Quinque partel PQ, 

f artes , ft dividas ^otam circumfcrennam m icqu^ qu^.Tqu ^ 

QR, RS, SF, FP, erunt AF, AQ_, AFS, 0 ^ n es 

quaerendo quintas partes arcuum quos . u 1 . ’ nn £lis P Q , 

determinandos circumferentia tota fecan debet in quinque punftis r, 


J 


A A V I C U M JE QU A T. | 

R, S, F, ideo aequatio ad omnes cafus determinandos habebit radices 
quinque. Nam quinta: partes horum omnium arcuum pendent ab iifdcm 
datis , & per ejufdem generis calculum inveniuntur j ita ut in eandem fem- 
per aequationem incideris five quaeras quintam partem arcus APB, five 
quintam partem arcus ASB, five alterius cujufvis ex arcubus quintam par¬ 
tem. Unde fi aequatio qua quinta pars arcus APB determinatur, non ha* 
beret plures radices quam unam, dum quaerendo quintam partem arcus 
ASB incidimus in eandem illam aequationem, fequeretur majorem hunc 
arcum habere eandem quintam partem cunr priore qui minor eft, eo quod 
fubtenfa ejus per eandem aequationis radicem exprimitur. In omni igitur 
problemate neceffe eft aquationem qua refpondetur , tot habere radices , quot Junt 
qua Jit a quantitatis cafus diverfi ab iifdem elatis pendentes & eadem argumentandi 
ratione determinandi. 

IIT. Potefi vero aquatio tot habere radices quot funt dimenfiones ejus , & non 
plures. 

Sic aequatio 4 

X 4 — x 3 -IPXX-H4PX-30 ^ o, 

quatuor habet radices 1, 2, 3, 8 c —^p > non autem plures. Nam quili¬ 
bet ex his numeris feriptus in aequatione pro x efficiet terminos omnes fe 
mutuo deftruere, utdiaumefti praeter hos vero nullus eft numerus cujus 
fubftitutione hoc eveniet. 

IV. Ceterum numerus & natura radicum ex generatione aquationis optime in- 
telligetur. 

Ut fi fcire vellemus quomodo generetur aequatio cujus radices fint 1, 2, 
3, &; p, fupponendum eritx ambigue iignificarc numeros illos, feu efie 

x 23 !» 2 L » x =! 3 ,& * — — p, 

vel quod perinde eft, 


X I " O , X -- Z _ O , .X- 3 0 , 6 t X -t- p — n » 

Et multiplicando haec in fe, prodibit multiplicatione *_ t in x- 

haec aequatio 

xx - 3.V-4- 2 — o, 


qux duarum eft dimenfionum ac duas habet radices 1 & 2. Et hujus 
multiplicatione in x -3 prodibit J 

X 5 -6xx-t- 1 ix - 6^0, 

aequatio trium dimenfionum totidemque radicum, qux iterum multiplica 
ta per x p fit j 1 


x1 -— 1 S>xx -4- qpx-30 s=j o, 

ut fupra. Cum igitur hxc aequatio generetur ex quatuor Fa&oribus, 

A 2 


3C 


4 


D E NATUR A 


x - If x - z, *-3, & x + f, 

in fe continuo du£tis, ubi fa&orum aliqyis nihil eft, quod fub omnibus fit 
nihil erit 5 ubi vero horum nullus nihil eft, quod fub omnibus continetur 
nihil cfle non poteft. Hoc eft, non poteft 

x* - X 3 - I pxx 4 px — 50 , 

efle nihilo aequale ut oportet, nifi his quatuor cafibus ubi eft x - 1 rs o ^ 

vel x -1 z=i o, vel x -3 o, vel denique x -+• f ~ o, proinde fo- 

li numeri 1, z, 3, &- y valere poliunt x feu radices cfle aequationis. 

Et fimile eft ratiocinium de omnibus aequationibus. Nam tali multipli¬ 
catione imaginari poflumus omnes generari, quamvis Faftores ab invicem 
fecernere folet efle difficillimum, Sc ipfum eft quod aequationem refolverc 
& radices extrahere. Habitis enim radicibus habentur Fadtores. 

V. Radices vero funt duplices , affirmativae, ut in allato exemplo 1, z, 5 c 3, 
negativae, ut —f. Ex his vero aliqu* non raro evadunt impoffibiles. 

Sic aequationis 

xx — zax bb ~ o, 1 
radices duae, quae fune 
a V(aa — bb ), & a — V{aa — bb ) 

reales quidem funt ubi aa majus eft quam bb , at ubi aa minus eft quam 

bb , evadunt impoffibiles eo quod aa - bb tunc evadat negativa quantitas, 

& negativae quantitatis radix quadratica eft impoffibilis. Omnis enim ra¬ 
dix poffibilis five affirmativa fit, fi ve negativa, fi per feipfam multiplice¬ 
tur, producet quadratum affirmativum i proinde impoffibilis erit quae qua¬ 
dratum negativum producere debet. Eodem argumento colligitur aequa¬ 
tionem 

x 3 -H- -yx —- 6^0, 

unam quidem realem radicem habere quae eft z, duas vero impoffibiles, 

1 JbV -z, & 1- V —z. 

Nam quaelibet ex his 
z , 1 -t-V — z, & i — V — z 

feripta in aequatione pro x , efficiet omnes ejus terminos fc mutuo deftrue- 
re> funt vero 

H-V-z, & 1 —V -z 

numeri impoffibiles, co quod extra&ionem radicis quadraticae ex numero 
negauvo -z praifupponant. 



R A D I C U M jE QU A T. f 

VI. Aquationum vero radices fape impofiibiles effie aquum eft , ne cafus proble¬ 
matum , qui fape impoffibiles funt , exhibeant pojjibiles. 

Ut fi re&ae & circuli interfedtio determinanda eflet, Sc pro circuli ra¬ 
dio & redtx a centro ejus diftantia ponamur literac duae; ubi aequatio in- 
terfe&ionem definiens habetur, fi pro litera defignante dillantiam re&a: a 
centro ponatur numerus minor radio, interfe&io poflibilis erit; fin major, 
fiet impoflibilis* & aequationis radices duae quae intcrfe&iones duas deter¬ 
minant, debent efTe perinde poflibiles vel impofiibiles ut rem ipfam vere 
exprimant. Atque ita fi circulus CDEF, 6c ellipfis ACBF Te mutuo fe- TAB 
cent in punctis C, D, E, F, & ad re&am aliquam pofitione datam AB,Vin. 
demittantur perpendicula CG, DH, EI, FK, & quaerendo longitudinem Fi S- 9 
alicujus e perpendiculis, perveniatur tandem ad aquationem, xquatio illa 
ubi circulus fecat ellipfim in quatuor pun&is, habebit quatuor radices rea- 
les quae erunt quatuor illa perpendicula. Quod fi circuli radius, manente 
centro ejus, minuatur donec, pun£fcis E & F coalcfcentibus, circulus tan¬ 
dem tangat ellipfim, ex radicibus* dux illae quae perpendicula EI & FK 
jam coincidentia exprimunt, evadent aequales. Et fi circulus adhuc mi* 
nuatur ut ellipfim in pundto EF ne quidem tangat fed fccet tantum in al¬ 
teris duobus pun&is C, D, tunc ex quatuor radicibus dux illx quae per¬ 
pendicula EI, FK, jam fa&a impofimilia, exprimebant, fient una cum 
perpendiculis illis impofiibiles. Et hoc modo in omnibus aequationibus 
augendo vel minuendo terminos earum, ex inaequalibus radicibus duae 
primo aequales , deinde impofiibiles evadere folent. Et inde fit quod radi¬ 
cum impoflibilium numerus femper fit par. 

VII. Sunt tamen radices aquationum aliquando poffibiles ubi febema impoffibiles 
/Rt' Se<i iloc J itoblmitatloncm a -H uam in fchemffie quod ad aquationem nil 

Ut fi in femicirculo ABD datis diametro AB, & linea inferipta AD,T-«. 
demifloque perpendiculo DC; quaererem diametri fegmentum AC foret VIIL 
ADg T7 * Flg ‘ 

'AB' ~ AC ‘ per hanc AC realis exhibetur quantitas ubi 

lmca inferipta AD major eft quam diameter AB; per fchema vero AC 
tunc evadit impoflibilis. Nimirum in fchematc linea AD fupponiiur in- 
lcribi in circulo, atque adeo diametro circuli major effe non poteft; in 
aequatione vero nihil eft quod a conditione illa pendeat. Ex hac ibla li¬ 
nearum conditione colligitur aequatio, quod fint AB, AD, & AC conti¬ 
nue proportionales. Et quoniam xquatio non comple&itur omnes condi¬ 
tiones fchematis, non nccefle eft ut omnium conditionum teneatur limiti* 
bus. Quicquid amplius eft in fchematc quam in aequatione, poteft illud li¬ 
mitibus arctare, hanc non item. Qua de caufa ubi aequationes funt impa¬ 
rium dimenfionum, adeoque radices omnes impofiibiles habere non poliunt; 
lchemata quantitatibus a quibus radices omnes pendent, fiepe limites im- 
ponunt, quos tranfgredi fervatis fchematum conditionibus impofiibile eft. 

*** ^ f™'' V negativa ad plagas 


< DE NATURA 

Tab Sic in Figura nona quxrendo perpendiculum CG, incidetur in aequatio- 
V i I i. nem cujus duae erunt affirmativa: radices CG ac DH a pun&is C & D ten- 
Fl &- 9 • dentes verfus unam plagam, & dux negativx EI & FK, tendentes a pun- 
dtis E & F verfus plagam oppofitam. Aut fi in linea AB ad quam per¬ 
pendicula demittuntur, detur aliquod pun&um P, &pars ejus PG, a pun- 
do illo dato ad perpendiculorum aliquod CG fe extendens, quxratur, in¬ 
cidemus in aequationem quatuor radicum PG, PH, PI, PK , quarum 
quxfita PG, Sc quas a pun&o P ad eafdem parces cum PG tendunt (u,t 
PK) affirmativx erunt, qux vero tendunt ad partes contrarias (ut PH,PI) 
negativx. 

IX. Ubi aquationis radices nulla impoffibiles funt , numerus radicum affirma¬ 
tivarum y negativarum ex fignis terminorum xquationis cognofci potclt. Tot 
enim funt radices affirmativx quot ftgnorum in continua ferte mutationes de -f- in 
-& --- in i cetera negativx funt. 

Ut in xquatione 

x 4 -x 1 - ipxx -f- 49*-30 TU o, 

ubi terminorum figna fe fcquuntur hoc ordine 


variationes fecundi-a primoquarti a tertio-, Sc quinti _ a 

quarto , indicant tres affirmativas efle radices, adeoque quartam negati¬ 
vam efle. At ubi radices aliqux impoffibiles funt regula non valet, nifi qua¬ 
tenus impoffibiles illas, qux ncc negativx funt nec affirmativx, pro ambi - 
guis habeantur. Sic in xquatione 

X 1 -bpxx -f- 3 ppx - q zz O, 

figna indicant unam efle affimativam radicem & duas negativas. Finge 

x zz zp feu x - 1p zZ o, & multiplica xquationem priorem per hanc 

x - zp zz o, ut una adhuc radix affirmativa addatur prioribus, 6c prodi¬ 

bit hxc xquatio 

x* - px* -t-ppxx ^ x -f- ipg zZ o, 

qux habere deberet duas affirmativas ac duas negativas radices, habet ta¬ 
men, fi mutationem fignorum fpefles, affirmativas quatuor. Sunt ergo 
dua impoffibiles qux pro ambiguitate fua,priori cafu negativx,pofteriori af¬ 
firmativx efie videntur. 

Verum quot radices impoffibiles funt,cognofci fere potefi per hanc regulam. 

X. Conjlitue feriem frattionum quarum denominator es funt numeri in hac progref- 
fione 1, 2, 3, 4, &c. pergendo ad numerum ufque qui jjl dimenfionum aqua¬ 

tionis ' f numeratores vero eadem feries numcrcrum in ordine contrario. Divido 
unamquamque fractionem pojltriorem per priorem. Frattiones prodeuntes colloca fu- 



RADICUM jE $jj AT, y 

per terminis mediis aquationis. Et fub quolibet mediorum terminorum , fi quadra¬ 
tum ejus duttum in fractionem capiti imminentem fit majus quam redangulum ter¬ 
minorum utrinque confifientium , colloca fignum -+. fin minus , fignum — . Sub 
primo vero {fi ultimo termino •colloca fignum Et tot erunt radices impojjibiles 

quot fiunt in fiubficriptorum fierie mutationes de in - {fi _ in 

Ut fi habeatur aequatio 


Divido feriei hujus i . i . ^ . fia&ionum fecundam 2 - perprimam i, 

& tertiam *-« per fecundam •—, Sc fra&iones prodeuntes i- Sc ~ colloco 

p z 3 3 

fuper mediis terminis aquationis ut fcquitur. 


Dem quoniam quadratum fecundi termini pxx du&um in imminentem fra¬ 
ctionem mminim —-, minus eft quam primi termini * J & tertii 

Ippx rcCtangulum 3 ppx*, fub termino pxx colloco fignum_. At quia 

tertii termini 3 ppx quadratum <>p<xx dudum in imminentem fra&ionem - , 

Tt*? quam n i- hil ’ ^ tque adeo multo ma i us ^ uam f ccun di termini pxx* 
quarti — q reCtanguium negarivum, colloco fub tertio illo termino fi¬ 
gnum Dcin tub primo termino ** & ultimo- q colloco fiena 

fubfCript ° r T V* in hac fu J nt ferie +--■+- -+- mutationes 

Sic Ic^qu^To ’ “ lndlcant radices .mpoiE- 


duas habet radices impoffibiles. 


3 3 

- 4 %x -4- 4* 


Aquatio item 


3 * 




c 


DE NATURA 

duas habet. 


* 4 l 

5 f p 8 

x 4 * — 6xx -— 3-V-i ^ ® 

■+■ - 4 - *+- —— *+“ 

Nam hac fra&ionum feries i . i . •— . ♦j- 4 • dividendo fecundam per 

prim;.m, tertiim per fecundam, & quartam per tertiam, dat hanc ferient 

i- . i . i- fuper mediis aquationis terminis collocandam. Dein fecun- 

8 f> 8 

di termini, qui hic nihil eft, quadratum du&um in frattionem lmminen- 

tem i producit nihil, quod tamen majus eft quam re&angulum negati- 
8 

Vum_ 6 x 6 fub terminis utrinque politis x 4 &- 6 xx contentum. Qua¬ 

re fub termino illo deficiente feribo -4-. In ceteris pergo ut in exemplo 

fuperiori j & lignorum fubfcriptorum prodit haec feries -4- -+- H-hi ubi 

duae mutationes indicant duas radices lmpoflibiles. Et ad eundem modum 
in aequatione 

x 5 -4X 4 -4- 4* 3 - zxx —■ fx- 4^0, 

deteguntur impoflibiles duae. 


x>-4.V 4 -i- 4** 


1 

a ‘ 

• 2XX - 

- 4 - 


r 

- yx -4 ° 


XI. Ubi termini duo vel plures limul defunt, fub primo terminorum 
deficientium collocandum eft lignum—, fub fecundo lignum-»-, fub 

tertio lignum_, & lic deinceps, femper variando ligna, nili quod fub 

ultimo terminorum limul deficientium femper collocandum eft lignum 
ubi termini deficientibus utrinque proximi habent ligna contraria. Ut in 
aequationibus 

x* +axt * * *’ zn 0, 


& 

x* -4- a v 4 * # * 


- a * =3 o, 


quarum parior quatuor,pofterior duas habet impoflibiles radices. Sic & aquatio 
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X L X X L X 

7* p' 7' 7 P* 7 ' 

x T — 1%* -4- 3**-IX 4 -4- #* * * - 3 r=! o 


fex habet impoflibiles. 

XII. Hinc etiam cognofci poteft utrum radices impoflibiles inter affirma¬ 
tivas radices lateant an inter negativas. Nam flgna terminorum fignis fub- 
feriptis variantibus imminentium indicant tot affimativas efle impoflibiles 
quot funt ipforum variationes, & tot negativas quot funt ipforum iucceflio- 
nes fine variatione. Sic in aequatione 

x* - 4X 4 h- 4* 1 - zxx - . 5* -r— 4S0 

-4- -4- - -4- -+• *+■ 

quoniam fignis infra feriptis variantibus m - *4-, quibus radices du® impofi* 

fibiles indicamur, imminentes te^uini 


— 4_v 4 4**- zxx , 

figna habent- h -, qure per duas variationes indicant duas affirmati¬ 

vas radices j ideo radices duse impoflibiles inter affirmativas latebunt. Cum 
itaque omnium aequationis terminorum.figna 


per tres variationes indicent tres efle affirmativas ^radices, Sc reliquas duas 
negativas efle > & inter affirmativas lateant dua: impoflibiles, fequitur 
aequationis unam efle radicem vere affirmativam, duas negativas, ac duas 
impoflibiles. Quod fi aequatio fuiflet 

* T - 4 * 4 -4-V J - ZXX - px - 4^0 


tunc termini fubfcriptis fignis prioribus variantibus h -imminentes, ni¬ 
mirum-*— 4.Y 4 -4.v J per figna fua non variantia --Sc-indicant unam 

ex negativis radicibus impombilem efle 5 Sc termini fignis fubfcriptis pofte- 

rioribus variantibus-h imminentes, nimirum- 2 xx -px per figna 

fua non variantia — &— indicant aliam ex negativis radicibus impoflibilem 
efle. Quamobrcm cum aequationis figna 


per unam variationem indicent unam affirmativam radicem, ceteras quatuor 
negativas cflej fequitur unam efle affirmativam, duas negativas, ac duas 
impoflibiles. Atque haec ita fe habent ubi non funt plures impoflibiles ra- 
dlce ? quam per regulam allatam deteguntur. Polfunt enim plures efle, li¬ 
cet id perraro eveniat. 

fom. II. 


COM- 


C O M M E N T 


ARIUS 


A D 

CAPUT II. 

Jam & ex rei natura, & ex tot fuperius evolutis exemplis conftat dari 
quxftiones, feu problemata arithmetica, & geometric^. 

Hic de arithmeticis agit Au&or; fed quas dicam, utrisque poliunt ap- 
tari. •• 

1. Aquatio igitur eji aggregatum plurium* quantitatum notarum , e? qua fit a- 
rum quomodocunque mixtarum^ quod totum eji nihilo par , & quod oritur ex omni - 
bus problematis legibus algebraice expr effis. 

2. Igitur quantitas quxfita, ubi «equationis ope reperitur , latisfacit om¬ 
nibus problematis legibus. 

2. Et fi plures fint quantitates ita comparatae, plures quoque per aequatio¬ 
nem invenientur * fct vidimus fie&ione III. Cap. I. N". 17 &c . -4f. pag. 109. 

4 Inventio autem harum quantitatum per aequationem dicitur aequatio- . 

nis refolutio. 

■ p. Quantitates vero fic inventae dicuntur aquationis radices . 

6 . Sed cum tota xquatio nihilo par fit, nec datae quantitates mutentur; 
quaelitae vero eaedem fint ante, Sc poftquam nobis notx fiunt (nos enim , 
non illx mutationem patimur) liquet quod fi radix in aquatione pro litera vel 
fpecie radicem fignificante fubftituatur , efficiet omnes terminos evanefeere Scc : 
qux eft Newtoniana radicis deficriptio. N°. I. 

Hinc oftendendum fibi proponit Auftor. 

1. AEquationem tot habere polle radices, quot dimenfiones, cC non plu- 

2. vEquationes generari per continuam radicum multiplicationem. 

3. Radices efie aut reales aut imaginarias j rcalium vero alias efie affir¬ 
mativas fieu veras, alias negativas leu fallas. 

4. Cur aliquando radices xquationis fint imaginariae. 

c. Quid indicent radices affirmativae , ,quid negativae. ... 

6. Quot radices affirmativas, quot negativas habeat xquatio ab imagi¬ 
nariis immunis. 

7. Si vero quas habeat imaginarias, quot imaginarias habeat. 

Horum capitum nonnulla jam explicavimus; alia melius cC brevius mc 
explicaturum confido, fi mutem Auftoris ordinem. Quare totum hoc 
caput, non per partes, ut hadtenus feci, fied explicatione continua ex- 



go omnis radix formx V - a , eft impoffibilis, quod pro radicibus qua¬ 

dratis , vei quando » s 1, fixpius jam obfiervavimus. 
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i 


8 . Cum autem poteftatis negativx, cujus index eft numerus impar, ra¬ 
dix inveniri poflit, conftat. 

i. Omnem quantitatemimpoflibilcm efle radicalcm,cujus exponens eft par. 
i. Omnes quantitates impoftibiles revocari ad iormam bV -i, Nam 

z n zn zn n 

eft- a ~ -b a. -i, & V - a ^ V-b a . V -i. Semper autem 

Z n Zn 

podibilis eft quantitas V-b a j ea ergo exponatur per b, 6c fiet V— a ^ IV— i. 

zn n 

Eft enim V—i n: V— i. 

9. Aggregatum ex quantitatibus poflibilibus & ex quantitatibus impofli- 
bilibus eft impoflibile. Cum enim adfit pars impoflibilis , patet aggre¬ 
gatum definiri non pofle, atque ideo efle impoflibile. 

10. Quantitates impoflibiles algebraicae omnes revocantur ad Formam 

a +7 bV -X. Nam hujufmodi quantitas concrcfcit ex quantitatibus pofli- 

bilibus &; ex impoffibilibus , vel additiolie, vel fubdu&ione, vel multipli- 

. catione, vel diviflone j nam elevatio ad poteftatem cujus exponens eft nu¬ 
merus integer, recidit in multiplicationem. 

Jam c e V— 1 t^f-bgV— 1, Facile revocatur ad indicatam Formam, 
cum fit f + fF- 1 ^ f-bg V — I +7/-+- (frbg) V— 1 qua: quantitas* 

ponendo 

e ir/ ^ a Sce-bg ~ b, fit a -b bV— 1 


{c-bc V — 1) (f-bg V — 1) sa cf- 4- efV— I -4- cg v — 1 - cf—eg-b 

(jtf-*-cg)V—izza-bby 3 n 

ponendo 

‘f—tg =3 8c ef+cg =3 6 
denique 

_ (c + e V— Q (/—g 0 _ 

f + gv-i U+g v— 1 ) U —g 0 


c/-f- f/ V ~ i •— eg V / — 1 -v- eg 


ff+u 


« a -b b V— \ 


ponendo 


c L±JZ~ a &‘L=j£ ~ b 
if+&& If+gg 

Vera eft propofttio etiam de quantitatibus transcendentibus , fed de bis nunc non 
loquimur . 

B z . 1 * • Ra* 
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ii. Radix aquationis eft impoffibilis vel imaginaria, qunndo ejus par* 
aliqua eft imaginaria, cujus formula eft fupra inventa a + b V- i .N» 9.10. 
ii. Radix eit pofiibilis vel realis, quando ejus nulla pars eft imaginaria, 

etiamfi contineat partem radicalem, fed poffibilem. ‘ . 

15. Radices reales eflc poffe vel affirmativas, vel negativas, jam fxpe 
fuperius vidimus. Reales inquam, femper enim comparari poteft pars ra¬ 
tionalis a cum irrationali W, quando haec realis elt, fed non cum irratio¬ 
nali bV — i , qux nullo pa&o potell definiri. 

14. Hinc patet optime diftribui radices. 

1. In rationales, & in irrationales. Rationalis eft qux nullam habet par¬ 
tem irrationalem 5 irrationalis quae vel tota vel pro parte irrationalis eft. 

2. Irrationales vel Turdae dividuntur in pofijibiles , ut a+^Vb \ a±;V±:b&.c> 
& in impoffibiles , quarum forma c & a±: b V - 1. 

2 In reales & imaginarias. Reales funt qux vel rationales funt vel irra¬ 
tionales quidem, fed poffibiles. Imaginaria funt tantum irrationales & im¬ 
poffibiles. r jr 

4 . Tandem reales alix funt pofitiva aut vera, aliae negativa aut fatj a. 
ic. Quid accidat in genere fi ex eadem incognita & ex fingulis cognitis 
x 4- o*, X±: 0 =5 Oi X±: y = o, 8cc. efficiantur xquationes limpli- 

ces^ 8c hx invicem ducamur, vidimus Tom I. N« 111-114. pag. 2.8. 
Conftat autem aggregatum futurum aequalem nihilo. 

i<5. iEquatio dicitur afebta^ quando alios habet terminos prxter ait Mi¬ 
mum incognitx , & terminum omnino cognitum, qui a nonnullis vocatur 

homogtncum comparationis. Sic *” 4 ax* ... ±T b =s o eft aequatio SSeSa, 

fcu unus ad fit terminus, praeter primum x" & ultimum b, feu plures. 

17. Si x quatio affc&a conftat ex Fa&onbus fimphcibus formx x ^ * 
(Teu a fit realis fcu imaginaria) in fedu&is, & fi hxc xquatio exprimat 
omnes conditiones problematis, conftat ex xquationibus fimplicibus formae 

a ~ 0 . Nam ex continua multiplicatione xquationum fimplicium 

x =2 8cc. ad numerum m , oritur xquatio non affe&ax :=; A, 
ubi A r; * 3 y &c. ad eundem numerum m. 

18. Ex continua multiplicatione xquationum fimplicium *-*- « ^ °* 
X -t- 3 — o *, &c. ad numerum p & x -4- p =5 v i * -+~ £ ^ &zc , ad nu- 
merum n (pono autem f + » = w) oritur quidem ajquatio aftetta 


. Ax 


- B.v” 


-C*'”"" 3 —i-T =s o. 


fed qux non exprimit omnes conditiones problematis; quandoquidem s 
&c, qux non funt in primo membro xquationum fimplicium, non funt 
in primo membro xquationis affeftx hinc oriunde : nam hujus Primum 
membrum conficitur ex primis illarum membris m fe duftis. Sed neque 
funt in fecundo membro, quia hoc eftjrso* fiquidem x -v- «- — o 7 * 

&c, multiplicando dant fadtura X o> fed £3 v * ^ 


JDCJPUTIL M 

dant fadum Z ^ rx $cc; & multiplicando ordine haec fada , h » bctur 
XZ =3 o . vt &c. =3 o. Defunt ergo prorfus m aequatione compotita li- 
terxTj 7r; &c; quae ideo non exprimit omnes conditiones problematis. 
Utrum que eft contra hypothefim. Patet autem utrumque fieri fecundum 
hypothefim, fi aflumantur Fadores fimplices formx x £r # — 0 > 
aequatio poteft habere tot radices, quot dimenfiones. 

ii>. Non autem poteft habere plures ; nam hae expreflae per. totidem 
aequationes fimplices inter fc multiplicari deberent,'ut conficiatur aquatio 
compledcns omnes leges problematis (Tom. I.Sect. III.- Cap. 1 . N» 44. 
pag. iii. &c) Schine oriretur aequatio plurium dimenfionum ,quam propoli- 
ta." Quare propofita haberet minorem dimenfionum numerum, per hypothe¬ 
fim, & non minorem quia exponere debet omnes conditiones problematis*. 

zo. Nunc, fi aequationes fimplices fint formae x — <* ~ o; id eft fi om¬ 
nes radices fint affirmativae, (nam fi x—* =:, profedo eft x *,) atque 
ideo omnes, reales (N" 1 i. Cc 1 *.)*, tunc aequatio hinc oriunda habe¬ 

bit omnes terminos aliquam fedem numero imparem occupantes (primum, 
tertium, quintum,feptimum ,&c^) affirmativos; reliquos autem negativos. 
(Tom. I. Sed. I. Cap.V.N 0 . 114. pag. z8; & N» 77.79.pag.z2.). Nam 
omnis terminus, praeter ultimum, eij^aliqua potcftas quantitatis x (Tom. 

I. Sed. I. Cap. V. N» 111. Sc nz. pag. 28.), quae efi femper pofitiva, 
quia radix x eft pofitiva. Cocfficicns primi termini efi unitas j coeffi- 
ciens tertii, quinti, feptimi, &c. teimini, eft ordine aggregatum ex ra¬ 
dis binorum, quaternorum, fenorum Scc. Fadorum fecundorum (ibidem 
N°. 114.); quae fada funt pofitiva, quia Fadores funi quidem negativi, 
fed numero pares ; Sc aggregatum ex fadis pofitivis eft pofitivum. Sed 
coefficiens termini fecundi, quarti, fexti, Scc, eft ordine aggregatum ex 
lingulis Fadoribus fecundis, ex fadis ternorum, quinorum, feptenorum, 
8cc. FaStorum fecundorum, qui femper numero impari fumendi iunt, at¬ 
que ideo femper praebent fada negativa. 

2,1. Si vero aequationes fimplices, fint formae x 4-* =3 ; id eft fi om¬ 
nes radices aquationis affedae fint negativa, .aquatio habebit omnes ter¬ 
minos pofitivos-, quod per fe patet. 

zz. iEquatio, -cujus omnes radices funt pofitiva, aut omnes negativa, 
femper completa eft, vel nullo termino caret, quia non funt in coefficicn- 
tibus fingulorum terminorum fada contrariis fignis affeda, qua fc mutuo 
deftruere poffint. 

z$. Aquatio completa ordinis ztf, habet radices numero w, terminos au¬ 
tem numero m- hi. Quapropter fi ea omnes habeat radices pofitivas, ha¬ 
bebit fignorum permutationes ad numerum m ; & fi ea habeat omnes ra¬ 
dices negativas, habebit fucceffiones ad eundem numerum m. Signorum 
autem permutationem voco duorum fignorum proximorum alternationem, 
quando nempe primum fignum eft 4- £c fequens eft—, aut contra, quan¬ 
do primum eft — & fequens eft 4-. Succefiionem autem dico, quando 
figna duo proxima funt vel utraque pofitiva, vel utraque negativa. 

24. Sunt, in aequatione, cujus radices funt omnes pofitivae, tot petron¬ 
is j tatio- 
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tationes, quot radices} & in asquatione, cujus radices funt omnes negati- 
v«, tot fucceffiones quot radices. 

if. Sint m-,n-,p; numeri integri8cpofitivi,&fu m non minor quam 
& (it m numerus Fadorum omnium j ac habeantur omnia racta divei ta tx 
Fagorum diverforum numero 0, atque haec fingula ducantur in aliquod 
fadum ex p Fadoribus, qui non funt in multiplicandis fattis ex » 1 fo¬ 
ribus, bine oriemur omnia fada divetfa ex w-t-p Fadoribus, qux poliunt 
compiedi Fadores pOftremo fumtos, 

Ex. gr. fit m ^ 8, & omnes Fadores fint 

a, b-, c; d - 3 C’, fi g> b 

ponatur omnia fafta diverfa ex Fattorum diverfomm n^ 

mero*, erunt Faftores ipfi, e quibus eligatur unum } manebunt Fattoies 
diveifi, prxter a , ad numerum m — i = 7 > nempe 

b\ c-, d-, e-, /3 £3 b j 

qui fi ducantur in a , fient feptem fada in quibus cft a 5 nempe 
ab 4*3 < 7^3 af-, ag\ ab. 

Nunc e feptem reliquis eximatur b , manebunt fex Fadores diverfi, 

<“3 ^3 '3 /3 £3 b. 

qui finguli dudi in b dabunt fex fada ex l>inis Fadoribus continentia > 
bc) bdj bc\ bf» bg s bh. 

Pariter, omnia fada ex binis, in quibus non eft J, funt 

bc, bdbebf\ bg j bh. 
cd j cfi /gj 

<&3 dj > dg 3 

‘f> '&■> 

gh. 

aux duda in 0 , dabunt omnia fada ex ternis Fadoribus comprehendentia 
T Idem facile intelligituf de fuperioribus faftis , qu* fiunt mult.pbcando 
fadum aliquod per Fadorem unius dimenfioms. 

Sumatur nunc fadum duarum diroenfionum ab-, omnia fada ex binis *a 

doribus carentia tum a , tum b , funt 



AD C A P V r 1 /. 


cdy ce j cfi cg-> tb. 
de i dfi <fgt dh. 
e fb eg 5 eh. 

1 & i 

quas fi multiplicentur per faCtum # 5 , habebuntur omnia Fa£ba ex'quaternis 
compleCtentia fatura ab. Et fic de ceteris. 

Eviden s a u t em j n genere eft theorema propofitum. FaCtum conflans 
ex ha&onbus diverfis, numero p, fit A i & omnia faCta diverfa, qua: con- 
het poliunt ex n FaCtoribus diverfis, fint B *, C* D* E; &c Erunt 
piofcCto AB; AC*, AD; AE; &c. omnia faCta diverfa, qua: haberi po¬ 
terunt ex k -4~p Factoribus diverfis, quas continebunt idem faCtum A. 

Omnes Factores diverfi funt numero w ; ex his auferuntur FaCtores nu¬ 
mero p, ut conficiatur faCtum A ; fuperfunt ergo FaCtores diverfi w—p 
qui em jungrtiifi funt, quot modis poliunt, ut obtineantur omnia fa- 
i er a ex u FaCtorihiis * B^ C; D; Ej &c> Horum autem numerus 


nf—p . m — p — i . m—p i 


m —p±- n -4- i 


ut confiat conferendo numeros lop. Sci2i. Scd.I. Cap. V. pa£. 27. & 20 
i omi I. Ergo eadem feries 1 r & / 


-p. m —p ~ 


1 . M — p- z 

f 


exprimet numerum florum diverforum AB; AC* AD* AE- 

Z 6 . Si vero cunfta Ve fla B > C *, E) f et «.Falcibus mnt- 

. tiphcentur per a unum ex«p FaCtoribus ipfius A ture habebimur’ ■ 
fefta diverfa ex . Fadonbus, n ulE filum «m n ws r 

/unt} nec complectuntur reliquos factores ipfius A P P°^" 

Sint, cx. gr. 

ede; cjf i cdg 5 tdbittfi p ceh ; drf, p deh > tfg ; cfb ; <//*. dfb-, 

ejg y ej» i 3 ^ ; C gh i jghy 

SU* obtineri poffunt multiplicau- 

^5 ^5 di e-y fi gi hi 

fiex pofterioresj & fit A ~ab. Illa faCta ex ternis dnO* „ c- 

omnia faCta ex quaternis, quas compleCt» poflunt FiPr con ^ Cient 

complcCtuntur FaCtorem b. Si vero eadfem faCtl ™° T€m +> 
obtinebuntur omnia fa&i divrrf, v C 1Cm ex tern,s icantur m A, 
oec umen "UpleCS ^ Cnus ““P 1 ** P"®»* 

Quod 





is 
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Quod fi factam A effet unius dimenfionis, Sc omnia fafta ex n Fafto- 
ribus , quae haberi poflunt multiplicando » nos ex m — i Taftoribus, 
ducantur in A (aut a ), habebuntur omnino omnia facta diveria ex »-4-1 
Faboribus, quae complebuntur Faborem A (aut a). 

ce, (%’, y? 

17. Si omnia fafta diverfa ex pFaftoribus diverfis, ducantur in omnia fafta 
diverfa A •, B -, C; D ; &c. cx n Faftoribus diverfis , qui non funt m prio¬ 
ribus faftis »■, Hi y, ii &c, unum idcmque faftum ai', repetitum mve- 
nietur toties quoties indicat frabio 

1 . z 3 • 4 • * * 

Ex. er. fit V 2 j n ru 4, atque ideo p -4- n 7 fabum abedefg ex 
fepternTaftoribus diverfis, componetur cx uno fiifto ternorum Fadorum, 

& ex uno quaternorum, modis j ^ " 7 • f• > ncm P e cx 

cie . */ ?i abi . re£; «ie . flfft» a j>f • a M * cJ /’ *&,££ 

bdfti ac/ , biegi aeg . bde/, ade ■ bcjp adf . bcep aig . bcc/ ac} .bedp 

«ei . biifi a}£. bcie; bci . aefg; bcc . ad/g; bcj . adegi bcg. ade/; bde. 

acta-, bdf . acep bdg . ace/, be) . aedg-, bcg . ucd/, bjg . acie j «V • ab}g, 

cdf . abegi cch . abe/, ce) ■ abdg-, ceg . abd/-, cjg . abde-, de/. abegi dcg. 

“ b ‘s\c auum^demonftrari .poteft theorema. Hujusmodi faftum habebit 
omnino Faftores p-4-» , c quibus fumi debent n quot 
poteft, (ut nempe habeantur omnia fafta diverfa ex n Faftoubus), fed 

e quantitatibus numero £-+-», fumi poflunt modis 


p + n .p -\-n — i — 2 • P n 3 
~T 3* 4- 


. P -4- I 
0 


Harum combinationum quasvis dat faftum ex n Fa&onbus quod duftum 
in fabum ex p Faboribus, qui non funt m primo labo, dat factum vX 
n -hp Faftoribus, quod faftum erit femper idem,quia udem funt Faftoies 
tt-a-p. Ergo idem faftum repetitum invenietur modis «c. 

Obfervandum, quod idem modorum numerus mvemretur^fi confideia- 
retur faftum ex p Faftoribus, qui defumuntur a totali Tactorum numeio 
n-y-p Tunc enim numerus hic effet, ponendo » minorem quam p 


f-jc-n , p-^f} — i . p-t-n — z 
I . z . 3 


. p- 4-1 . p • P—1 - 


n^-z . w -f- i 


»— i . n . »-v* i * n ^ 4- * 

ubi unitatem aequat frabio 


P •P 


J 
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_P • P — * 

«-+-1.0 -t- 2, 


. »-f- 3 . n 2_ 
• *—•* • P-i . 


quae unitas cum per multiplicationem non mutet numerum cui iun&a eft, 
is relinquitur qualis erat in N°. praecedente j cui facile aptatur idem ratio¬ 
cinium quando p minor eft quam n. 

19 - Si numerus alteruter n vel p, puta p , fiat unitas, & fit»-+-i sw > 
tunc omnia fatta djverfa ex»-i =3 » Faftoribus dutta in fingulos Fafto- 
res qui ab ns abfunt, praebebunt idem fadum m... ies repetitum. Quan¬ 
doquidem fra&io N*. 28. tunc fiet 


w +i ■ » . »— 1 . n — 2 . n _ 

1 r 2. 3 : 4 • r 


- r • 4- 3 . * 


in qua ad unitatem revocatur fra&io 
n , n — 1 . n — 2 . » — 3 .... j* . 4 . $ . 2 

* • 3 • 4 1 • r •••• 

manet ergo ” - ~ l ~ ■ =5 w. 

30. Quando radices omnes funt rationales oftenfum eft: Se&. I. Cap V N® 
114. pag. 28. Tomi T. efle coefficientem cognitum fecundi termini fummam 
omnium radicum j coefficientem termini tertii fummam omnium fagorum ex 
binnr radicibus j coefficientem quarti termini fummam omnium fa&orum 
ex ternis radicibus •, in genere coefficientem termini locum n occupantis in 
aequatione efle fummam omnium fa&orum ex n - i radicibus. N unc vi _ 
endum eft quid accidat‘quando radices aliqua: funt irrationales, quando 
funt imaginaria:. ’ 4 uo 

* 31. Ex eo quod coefficiens termini fecundi eft: fumma omnium radicum 
tluit hunc coefficientem efle ver t fummam , fi radices iint vel omnes pofitivar* 
vel omnes negativas; fed efle differentiam , fi radicum aliqua: fint pofitiva?* 
al-iqux negativi; & hanc differentiam habituram fignum lumma: majoris l 
id efl negativum fi fumma radicum pofitivarum fit maior quam fumma radi¬ 
cum negativarum, Sc contra. 

3 1 - Ideo, fi fumma radicum pofitivarum sequet fummam radicum necati - 
varum, coefficiens termini fecundi erit e, aut deficiet terminus fecundus. 
hc ii terminus fecundus deficiat., aequalis erit fumma radicum pofitivarum 
lumma: radicum negativarum. Secus enim fupereffet harum lummarum dif- 
terentia, cc coefficiens fecundi termini non potiet.efle zz o. 

minorum Cm 5 VClbis mutatis5 intclli £ itur de coefficientibus reliquorum ter- 

fe 5 dlftrS° ~ q m ti0 lib r ra ab irrltion , alibus °P°«et ut irrationales 
oettruant in coefficiente fecundi termini, fi qua; funt in Fa&oribus. 

Sci» S // ft — e «it a a q & JKA -3 JvB. 

C Non 
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Non enim, fed, fi fieri poteft, fit a ^ c-*-e> & a—e 53 f. Quia 
erat ex hypothefi 

f% fl ff II 

a-t-bVA c-t-dVBi erit a — c bV A- dvB © 'zic ^rbV A—dVB. 

Fiat nunc ut b ad d fic V^B ad V^C j eritque bVC ^ dV B j ac 


* » e 

e + b(VA — ^C) =1 os vel y 


» « 
yc — fa 


jd eft differentia duarum furdarum x qualis quantitati rationali, quod eft 
abfurdum. „ 

35. Fortius vera eft propofitio fi Ffi S. FA tunc cnimtf-H-iK K-c-dV hzl o> 
& = VA. 

37. Quare fi polynomium aliquod conftet e pluribus terminis rationali- 
busj Sc e pluribus furdis, fitque totum polynomium o> fumma tum ia* 
tionalium tum irrationalium pariter feorfim S o- _ . 

28 Eodem pa£t,o oftendemus quod fi polynomium conftet 6c pluribus 
terminis realibus & pluribus imaginariis, fitque totum polynomium &o*- 
erit fumma realium feorfim =5 o* & fumma imaginariorum pariter feorfim 

3p. Radices imaginariae revocantur (per N«». xo.) ad lormam 

m-4-nV—i vclm + nV — P 
radices reales, ut conftat, adTormani' 
m + nV+' 1. vel 


ubi m & » funt quantitates quaelibet, vel rationales, vel furdx i complex» 
vel incomplexae, fcd reales. Earum formam, qua conficere poflint «quatio, 
nem rationalem, nunc npn quaerimus* tantum folliciti.de. radicibus quadra- 

tlC 40. Omne fa&um ex pari numero Fa&orum, ouorum finguli continent 
quantitatem nV + p, complebitur rationalem ipfius nV + p exprefiionem, 
nempe fa&um ex binis fecundam, e quaternis quartam, e fenis fextam kc. 
potcftatem ejus radicalis vel primam, fecundam, tertiam, ipiius/>. 

4.1 Omne fa&um ex impari Fagorum numero complcaitur ipiam radi- 
calcm•, nempe fumma. radicum, ipfion radicalems && um ex ternis, qui¬ 
nis, feptenis, radicalem eandem du&am in cjufdem ftcundam, quart , 
{extam &c. poteftatem. „ * . . 

41, Si quantitas furda eft realis, ejus potcftates omnes funt rationales po- 

fitivte, fcu fit ■+. nVp, feu - nYp. Eft enim (+T nVpf' =S -t- n’ /• Sed 

DO- 
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potcftates impares funt irrationales pofitivx, fi fit 4- nVp > nam (-*-»V / p) r 
r: +n.p~ > Se negativas fi fit — nVp t quia [—nVp) r ^ — n . p£*. 

43. Si quantitas furda eft imaginaria & ;• numerus par, quantitas n p 
eft rationalis & pofitiva > fecus vero rationalis negativa*, ita ut ejus potefta- 
tes fecunda, quarta, fexta , o&ava, decima, duodecima &c; iint alterne 
negativa: & pofitivae. Nam 

• (±T nV— i ) 1 S4-0 1 . — 1 :=2 — > (i:»!''--1) 4 :=< 4-««1 ,__i — 4-0 4 . 

(^nV— \f zz (ir nV— I ) 4 . (i: nV— 1 v ^ &c. 

Harum vero exponentes funt 

» — a. ii 4 =2 a .2 i 6 a.3; 8 =: 4.2*, to :=: a.pj 12, ^ 6.2 Scc. 
itaque eft, ordine 

r 15 r =3 1 j r j=! 3; r =s 45 r =3 f j r s <5 &c. . 

44. Si quantitas furda eft imaginaria, & r numerus impar,eft (irwV— p) r 
quantitas imaginaria & alterne pofitiva & negativa. Sit enim r ~ az-4-i, 

erit fenV—pf :=3 ±T . — P~*~ Cum autem fit, ordine, s 11 

5 25 j rs 3 &c. hi reddent ipfas -f.» 15 " 1 * 1 alterne negativas 8c pofitivasj 

fed ipfas-alterne politi vas 5 c negativas. 

4f. Si aequatio 

o s O -f- Nx 4- Mx l 4- Lx 5 4- Kx 4 4- lx* 4- Hx* 4- 6cc. 

fit divifibilis per x+ m-\-riVp r=! 0 , erit divifibilis etiam per X4 -m — nVp» 

Cum enim aequatio propofita dividi poflit per x-^m-*-nVp o,.cft 

x e=j - m - nVp , & eft- m - nVp 

una radicum aequationis. Ergo ea fubftituta pro x, dabit quantitatem 
nihilo aequalem. Sed haec fublututio praebet 

osO-Nw 4 -M(» , +»’p)-L(w 5 + 3w» J p)4-K(«B^ 4 -<S/wVp 4 -» 4 p s ) 

— N nVp 4 - iM mnVp — L( ^irhiVp -^n^pVp) 4 - K( 4 »«Wp 4- 4 mn'pVp) 

—-1 (m 5 4- towVp 4- fw» 4 ^ 1 ) 4- &c. 

— I(pwWp 4- iowVpV' 4- n'p'Vp) 4- &c. 

Eft ergo (N*. 35%) 
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o —_ Nb/P -t- iMmnVp -L 't^nPnVp 4- - 4 - 

K(4»Wf + 4»»^) — I(5w> 4 wV'p -i- iom‘»'pVp -t- n'p' Vp) -4- &c. 
qus aequatio dividi poteft tum per -*-»Vp, tum per nVp. Eft ergo 

0 Tbbt X ,2rnri°dS'«.n«ci polTe, «*J« 

arquationon compleaitur omnes conditiones problematis, cum fit tantum 
nars propofitas, quae omnes complectebatur. 

P 47 Eadem propofitio demonftrari poteft etiam ex eo quod ipfa pars 

0 — o _N» + M(«* -t- »’P) — L(w’ ■+• 3 w ”‘W ■+■ &c - 

continent tantum poteftates pares ipfius nVf, altera vero pars 

o — _N»Vp -t- iM moYp -L( yrPnVp 4- n'pVp) 4- &c. 

omnes poteftates impares ejusdem — «K Ergo, h*e eadem pm altera 
divifa per— «Vp, continebit tantum ejusdem P oce "«“ P" es - f 1 um '“° 
Utraque Aquatio obtinetur omnino eadem, feu ponatui 4-«Vp , fcu — nVp. 

' -fs. Si quantitas realis +T »Vp fieret imaginaria ;t»V p, mqu.it io ori 
retur eadem, praeter aliquot figna mutata fecundum oftenfaN. 4 *. 43 - 44 - 
Quae lignorum mutatio vim p««dentts noo^nfn 8 ‘ g eadem habec 

■ 49 >XUTr» rst & fiV aquatio Faftorem habet 

«afip*»» r“ 

ei Tunc autem, fi radices funt reales, habebitur—-««p; nam 

s-s» -4 = r--st f ^7=" i 

'“p t^aormnomUlis N.. po. femper eft realis & immunis a radicaU 
quadratica i/±T p. videtur quod abfurda eft iequa- 

fi qua aquatio comperiatur habere radicem unam * au ’ 
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atit neceflario habebit aliam 3 :=S ±rw-Wp * aut falfa erit hypothefis 

praebens » ~ +7 w -H » V +7 p, & excludens fi z=i ±; m —— « v^ir V- 
5*4. Aquatio ordinis imparis 2.J+- i habet ultimum terminum conflatum 
ex Fa&oribus zs +- 1. Ergo aequatio ordinis imparis, fi rationalis eft, non 
poteft habere Fadtorcs omnes formte 

x w ir»v' +7 p — o 

Nam ultimus terminus neceflario eflet irrationalis. 

ff. Quare omnis aequatio ordinis imparis habet faltem unam radicem rea- 
lem, &, fi plures habet reales, earum numerus eft femper impar. 

f6. ALquatio ordinis paris zs, habet ultimum terminum conflatum ex 
Fa&oribus numero ZS. Fadcm confici poteft ex s Favoribus trinomialibus 
deferiptis N°. fo. Sed ubi radices Angulorum Fa&orum trinominium fune 
imaginarias, hi Fa&ores ultimum terminum habent pofitivum. Ergo 
f7. Si aequatio ordinfs paris zs habet omnes radices imaginarias, habet ul¬ 
timum terminum pofitivum. Et fi aequatio ordinis paris zs habet ultimum 
terminum negativum, ca habet faltem duos Fa&ores reales, formse 

m n^p ^ o & x +T m — n^Jp o 

y8/Sed ultimus terminus Fa£toris trinomialis hinc orti eft mm - nnp 9 

qui pofitivus eft quando m fuperat »v^p, vel quando utraque radix aequa- 
tionis 1 + m i - »Vp, eft pofitiva-, & fi hujusmodi eflent omnes ultimi ter¬ 
mini omnium Fadfcorum trinomia lium, darent ultimum terminum aequatio¬ 
nis compofitte pofitivum. Ergo , quando ultimus terminis aequationis 
compofitac, ordinis paris, negativus eft, ultimus terminus unius faltem 
Factoris trinomialis negativus eft, atque ideo m eft minor quam nVp. Tunc 
autem X +7 m *+• v p —« o dat x £=; Z^Lm -« y/p, quas radix eft negativa} 

& *±T«»-» v > - o praebet x =3 £. m .+. n\'p, qu* radi» eft pofitiva. 

Igitur - ' 

P* ^ mnis f fl uatio . ordinis paris habens ultimum terminum negativum, 
habet faltem duas radices reales , alteram pofitivam , alteram negativam. 

60. Cum vero ultimi termini Fa&orum binomialium, fbrm x dent 

fa&um pofitivum, fi eorum numerus eft par, negativum fi impar s conftat 
omnem aequationem ordini paris zs y hJbens ultimum terminum negativum, 
habere radicum realium numerum, impariter parem , nempe duas, quod 
obdimus, vel, fi plures, aut fex, aut dcccm, &c. nunquam quatuor, 

n ^ 

61. Quaevis radix realis vf A , geometrice poteft determinariquaerendo 

* i medias proportionales inter unitatem & A. Sic VA invenitur nri- 
duarum proportionalium inter i & A, eft enim. 1 

'3 3 3 3 v 

1 ad VAut vA ad ^AA ut V A A ad v'A 3 ;=x A 

C 3 Pa? 


ii 
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Pariter VA> VA&c, eft prima trium, quatuor &c. proportionalium 

in H* mediae proportionales vel per curvarum intcrfcA^nem vel mecha- 
nice per*inftrumenta, poliunt femper 

titatem realem exponere fine ligno, etiamfi n P au ; n imo etiamfi ali- 

tione liceat exponere valerem ■mcogmt* fine figno, ^“^'"^IvcJe, 
quando nullo pafto poflimus exponeic. AI aut i nvcn ire 

ideft exponere per datas m xqaaiiorK vdorem . .8 ^ te( i ati bus 

quantitatem fimplicem, cujus poteftatespo P ^ anc jcm quie iun- 

refpondentibus, reddant aequationem nihilo *q u a|cm, * fi^refiduo: 

&a P {imbolo incognirx per Agnum aptum» xquauo nis funt rea- 

aliud eft inquirere quid accidat quando omnes radices q 

les. * 

«a. Cum poni poffit VA =e *, quando VA eft quantitas real.s, patet 
• . n . » r .t ts 4 — j f' 1 q— VDir&c. Nam ex N n . 

giSf^Vm S - 

*- 

"°4° c ;rr Tt?**&* »“«“•««f 

VA =3 V(B±r V(C-DH- VE))iexgr.-fi haberetur V(*J-* V(«/-*/-*-VG)). 
Nam inveniri poteft valor i P Cus VE — *j deinde valor V(C-D-M0 = ft 

ac tandem valor ipfius S). habentem omnes radices rea- 

64. Ponamus igitur aequationem ordinis i», habentem om 

les, conflari cx aequationibus fimplicibus 

x-M» 55Oi x+b t=SOi * + ( -Oi x + d “° &c 

(5f. Condat coefficientem fecundi termini, vel x , 
ml ° „ + t + c + csaA 

■ • ...i infint v’”” 1 e fle fummam fagorum ex 

& coefficientem tertii termini, vel ipfius x 

binis, nempe 

a{b+c+d+t+f->-!L- *-8k) + A + &c ) ^ 

tf+t+f+l+X* -v d<s+f+z + *'> *(/+*-*&*> -t- &c. s B 
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66 . Nunc dico quod fi A so, erit, in hac hypothefi, B quantitas ne¬ 
gativa. Enim fit 

+ H-/-4-£ -+• &c ^ O 

erit 

a -b—c — d — e-f—g— 2tc. 

Se 

a{b+c 4 -d+e+f = 5 -* (-b-c-d-e-f-g- Sec) in 
(-h£-4-<r-4-</-4-<r-4-/-+-£-4 t Scc) ==: 

. — ( £ -+- C -4- ^ -t— £ -4—/*"4“g ■+■ 

Sed in hoc quadrato complexo Sc negativo, funt negative fumta quadrata 

fimplicia, ideft- bb ; - cc\ - dd\ - ee\ -//i -££* -&c, 

& praeterea bina re&angula ex fingulis in fummam fcqucntium, pariter ne¬ 
gative fumta*, idefb 

•Z — zb(c-*-d-+-c+f+g -4- Scc)- z*(d- 4 - *-4-/-4-£-h &c)- 

id(c-\-f*t-g -*-8tc) - -4-&c) - 8cc. 

Atqui eadem re&angula-, fcd (impia- Sc pofitive fumta, funt in reliqua 
parte coefficientis B. Manet igitur omnino in hac hypothefi, pro B fumma 
quadratorum St refrangulorum negative fumtorum. 

6j. Hoc ratiocinium fe extendit ad alias hypothefes fecundum quas cflV 
poteft A — o j quae tandem ad duas revocantur. Nam 

'Primo fieri poteft ut quantitates a, b } c\ Scc. in coefficiente A jundsc 
fint utcunque fignis -+r & — . 

Secundo fieri poteft , ut eae fe deftruant per partes, quemadmodum , fi 
binae, ternae, quatcrnic Scc. fc deftruant, ut h C\t a b o z=: c + d z=. e + f 
~ g -Jr-'b Scc , vel a b -Jr- c o rs d e f zz g h i &c vel 

+ b r3: o. ex, c-+~d -+■ e tz f -^g + h-*-i Scc, Sc fic de reliquis. 

68. Nam ftatim, quomodocumque hae quantitates fe deftruant, femper 
erit eorum aggregatum nihilo aequaleut patet, quia fi a-t-b =: o,Sc c-\-dzz o 
erit etiam , addendo aequalia aequalibus a -4- b .+. c ■+■ d Scc =3 o. Cete-- 
rum idem conflat'ex hypothefi, ex qua eft A zz o. Tamen non ftmper 
eadem invenitur fumma fa 61 orum ex binis, ut poftea videbimus. 

69. Quomodocumque jun&ae fint quantitates a\ bc\ Scc in coefficicn- 
tc A o , eae omnes, praeter eam qux reliquarum lummae ponitur aequa¬ 
lis , ex. gr. praeter j, habebunt in valore ipfius a figna contraria, iis», 
quae habebant in,ipfo coefficiente A, ut patet per regulas tranfpofitio* 
njs- Ex. gr. fit 


A 
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^ -j o S a 3— c *+* d — c —/-*-£ *♦" &c 
erit 

d __ J) |- f -— d -4" C -4- f —• £ ■— SCCi 

_0. Semper igitur re&angula poft fubftitutionem valoris pro a, habebunt 
figna oppofita iis quae.prius habebant. Quod ut pateat, ponatur fumma 

omnium , _ A 

a H- O — et ^ A 

fumma fagorum ex binis erit 

a (b -«) - &*• 

Et quando 

A S o =3 <2-4-3-#, atque ideo a £3 -3 -4- * 

fit 

a(_*+•)(+» — -) -*>: *■— M ■ + ■— “ 

Habent ergo_A* in fumma faftorum ex binis, &-4-A* in valore: prioris 

partis 4(4—») invento per fubftitutionem, figna contrarias & haftenus _ 

fu P ereft b — __ lb-hbx — «*. 

Cum autem fit bb ad b» ut i* ad ««, eft bb*-** major quam iA«,& for- 

tiu?quam T Eft ergo- bb -h b* -.. quant.tas negativa. 

Ponatur nunc _ # _ ( p 

eft fumma faAtorum ex binis, erit 
a{b _( + ^+4 (-——:*£ o 

Quia vero eft 4 53-A-r-e— ft, > rit P rima P ars hujus fa£H ’ id cft 

,-,(A—^(J) « (—A+c— fb) (+A—*+« a —(+A—- 

_£3_ 2 3(_* -4-13)—** ■+■^ 

T7 , t, a 0) & _cS in fumma faaorum ex binis, & 

Habent ergo-4-3( ni rris tf(3_c 13 ) figna con- 

ac-t-c& m valore pnous partis «t 0 1 J z> . 

traria, & ha&enus fupercft 

B - __AA-t-'Af — bfree-t-tp — (3j3 
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ubi quantitas- (c -+. i cft —.00 probabitur negativa, ut fupra. Sed, per 

idem ratiocinium eft 

bb ad £(— f -+- i 3 ) ut Z>(— e - i- 13 ) ad (— c 
atque ideo 

bb -4- (— c -t- @)* major quantitas quam i3(~ c -f- (i) 
ergo quantitas negativa erit 

-££ -i- zb( - c -+. / 3 )--4- 2f$- 0 j 3 

& fortius, quantitas 

-£Z> -+- Z>(- c -+. /3)-rc -i- -0/3 

in qua dimidiata pars quantitatum pofitivarum fumta eft. 

Conflat hoc ratiocinium extendi poffc in infinitum, ponendo utcunque 

primo /3 25 +? +7 yj deinde y r=! +7 * +7 <T &c. 

7U Quare oflenfum cfl id quod propofitum fuerat N« 66 . 6j. & quod 
huc recidit. 

Omnis aquatio carens fecundo termino , habet tertium negativum , fi omnes ejus 
radices funt reaies. 

72. Quare, fi aequatio carens fecundo termino habet tertium terminum 
pofitivum, ea habet aliquot, faltem, radices imaginarias. 

Hoc neceflario fequitur ex dcmonftratis. Tamen fic oflendi poteft. 
Quando fecundus terminus evanefeit, elt 

B 25 - bb -4- bx - <xx. (N°. 70.) 

Ea quantitas tunc erit pofitiva, quando ** effc minor quam b* _ bb. Sit 

ergo 

25 bx - Jbb - cc , erit * - - ^ - ^bb _4 cc) 

qux quantitas eft imaginaria. 

73 Neque tamen dici poteft, fiqux fint radices imnginarix in xquatione 
qux caret fecundo termino, ea habebit tertium pofitivum. Nam xquatio 
qux vis 

* •+■ Ax r 1 -+. bx 1 - 4 -Cx r 3 -+-5CC 25 o 
formula ^ F ‘ l<aorcm trinorai alem , cujus radices funt imaginarix , & cujus 
Tom. II. 


D 


x* 


1 « 
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x 1 -4- imx -4- mm -+• nnp ^ o 
fiet 

x '-*' 1 + A./" 4 " 1 H. Bjf r -+- &c 
4-zwx ’ -1 * 1 -*-i»>Ax'-t- &c 


z* o 


+ W».V 
- 4 - 


. &C 
- &C 


?.s«’ta s*ss.» :Sr«s - ;«;»*»»>». 

lendis, fit B _;»«» -+. twp 

& fieri poteft ut B-4- n*f fit major , vel minor, quam pm. 

Vel, ex N”. 70,‘erit B quantitas negativa fi «« eft major quam b» bb. 

Sit 


«* =5 b* - bb + tc; & ideo « =5 \ * *7 ^ 


- 3 ^- 4 - 4*0 


fier ; poteft ut Vf--'Jjj^ termimamfecundu^evaneiceMern^&ter- 
?n,T ^gativui /hlbere poteft imi»nari«^ & dc- 

7+ . Ceterum, fi fumma « mn ‘ um ,- * 2 “ex bTnis B? cx ternis C-, ex 
itruunt bin* ^""jberaeU ToTmd.cahbus diverfis, quot funtxquat.ot.ee 
r,und n xex dcftruentibus •, fic fi fumma rad.cum fit 

A ss a + b+e + <i+t+f+&-*- h ‘+- i -* k +' &c 

SSSTaW 

Si fit 

*-_-* — *></* h ~ * — l "*'' iu 

ut habeantur aequationes ad nu ^ cr ^^ c ^° rC Qiua nempe totidem ex- 
mis Bj C* Di &c., m — n radicales divcn». 

terminantur, pro ns ponendo val °^ s L . ^ to ad N* w . 70. cx generali hy- 
culiarcs nihilo xquaies per hypothefim. B 
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B — bb~~h*-i \-k-\- &c) 

— cc — c{d-\— e 4“/'4—p4—7?4 —i 4— k-\— 6tc) 

— dd — d[c — f 4 — £-\ — b-\ — /4 &c) 

— cc —e{f->r-g -H £ 4 -; 4-^4- &c) 

—&c—&c. 

Si nunc fit </-W+-/+-£ ^ o :=: h+- #4- *4- &c 
delebuntur 

b(d+- e-k-f J !-g+-b+-i+-k Stc) ;=* £( 04 - 0 ) :=: 
f (<^4— £4-/4—£4— £4— / 4— & 4— &c) e=! 

(£ 4— *4— ^ 4- &c) s e (£ 4— /' 4— £ 4— 5cc) &c. 

6c fupererit omnino 

B :zj -££- bc - cc - dd - d{c +- f*-g) - te - t(f-\-g) &c 

7 6. Quapropter fi binae fe deftruant, manebunt fola quadrata. Tunc au¬ 
tem neccflario radicum numerus eft par. Confiat autem hujusmodi mutatio¬ 
nes in valore ipfius B , non infringere vim ratiocinii fuperius allati. 

Hinc etiam, aequatio rationalis nullum habens cocfficientem frattum, nul¬ 
lam habet radicem fradtam. 

Nam fi eft 

. * . . tr m 

A ;=j 4 4- £ 4- f 4- . 4- h- 

n 

ftatim coefficicns termini fecundi frattus eft. 

Si eft 

. r m m 

A 73 4 4— £ 4— C 4— . 4— •— — *— 

n n 

cdt fra&io-in B coefficiente tertii termini 

nn 

Si una fra&io fit aequalis pluribus, ut fit 

/i r m P r 

At=Jtf4-&4-f4- . — — i- — — — &cj 

n q s 

. „ m p r 

& fit - :=4 i- 4 - - 4- 8cc 

n q s 

erit in B fra&io 

D z 


o 
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P T 

c _£— - 

^ a S 


& c ) (+-7 +- 7+-&0; 


n . mnn rtratum cft N" io. n. quod xquatio cujus omnes radices funt 
affirmati vx habet terminos alterne pofitivos & negativos i & quod xquatio 
amrmati , <* necativ* habet omnes terminos affirmativos. 

T»* Neque umen did pofeft, Quatio cujus figna alternant, habet omnes 
radfces pofitivas; quia poteft habere radices imaginarias, quae neque pofi- 
tivse funt, neque negativx. 

Nam xquatio quadratica tormx v 


XX 


- dX. +- A ?=5 o. 


habet duas radices S ?TJni fu« - 7> 

aequationes hujusmo*, ,n ^cocffic.nt. fec r ^ ^ 

—'X' ducantur, confident compofitam, cujus omnia figna alternabunt, 

ut conftat e fuperiore demonftratione. e radic ibus realibus, tum 

c radicibus fimphcioribus , quorum ali- 

“1”“ ™“™ f” 1 - 

1 “ b "“ eaJ=m hypftlie 1 '', ultimum ter- 

minum pofitivum. .. r m»aativse .atque ideo omnes Fa&o- 

8 ’. Si omnes xquauonis radices funt negat i\ x, auju 

res formse. _ _ _ 

x -+- m 7=1 o 

Omnes termini erunt pofitivi. (N“ a°- at-) 

XX +px + q zz o 

cujus radices funt reales C > fuperat 9 , fecus imaginariae, quatio cu- 

ius omnia figna funt pof.rivaT habere poteft radices vel omnes reales, vel 
omnes imagmarias, vel partim reales, partim imagmarras. ^ 
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84. Ergo aequatio cujus omnia figna nec alternant nec pofitivafunt, ha¬ 
bet aliquot radices pofitivas, aliquot negativas; aut omnes imaginarias. 

8p. iEquatio quadratica oriri poteft ex duobus Favoribus rationalibus. 

Ii ejus Factores fint imaginarii formae 

* ir —p 33 o, — «V —p — o, 

orietur aequatio 

x*ir it/ix -+- mm tinp, 

Si ejus Faftores fint rcales, & formie 

s o; x±;m - nVp' 33 o, 

orietur sequatio 

X 1 +T 2W+ 33 o 

86. Harum aequationum termini ultimi differunt quantitate itmp. 
87>iEquatio quaevis» 

*” Ax? 1 h. Bx”~ 1 Cx n 3 -4- Dx n 4 ,.,.'Nx -4- O — o 
dudta in x-4- *, fit. 

x‘+' Ax” •+• Bx* 1 - 4 - Cx”— 1 + D.v"— 3 -4- Ex"— 4 ... >4_ Ox +»0 S o 
-+-« -4- «A +#B -i-aC H- «D -*-«N 

88. Qua propter, fi aequatio propofita refolvi poteft in Fa&orcs, erit 

A 33 a +- (3 ■, B 33 £ 4 — / 3 # $ C 33 fid-, &c 

ponendo a* y b\ c 6cc. cfte coefficientes aequationis uno gradu inferioris’ 

x* 1 4- ax n 1 4- bx n 3 4 - ex* 4 4- &c ... p 33 o 

& hanc eflc du&am in x 4 - 6, ut conficiat propofitam ordinis n. Hoc ra¬ 
tiocinium profequt licet quamdiu aequatio refolvi poteft in Fa&ores. 

89. Omnis aequatio, cujus radie.s funt reales, refoluta in FaQrores con¬ 
cipi poteft; ut confiat ex teiminis. Concipi inquam poteft, non refolvi , 
quia latet adhuc methodus generalis determinandi radices aequationum ex 
carum coefficienribus. 

90. Si aequatio habeat omnes radices rcales, & cx ea exercerpantur tres 
~ con tinui, quorum primus Sc ultimus habeant eadem figna, femper 
iaaum e coefficienribus primi & ultimi termini ex excerptis, majus erit 

D 3; qua- 
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quadrato cocfficicntc termini medii. Nam ex aquatione ordinis n excer* 
pantur tres termini continui 

Lx n r +- 4 - 


Erit 


L :=i /+- nk 5 M?) m 4- tf/j N ^3 » +- «m 5cc 

ideft , quivis cocfficiens propofitae confiabit ex duobus coefficientibus conti¬ 
nuis aequationis ordinis n -1, altero ut erat , 6c praecedente ducto in ra¬ 

dicem realem <*. Quare 

LN S (/-*.#*) In xlm -+- «nk *alm 

atque 

MM S mm -+■ 

Eritque LN minor quantitas quam MM, fi In minor eft quam WW, & 
mnk minor quam «Im vel nk , quam Im , & *«km minor quam ««//, vel km 
minor quam //. Sunt autem h, l> wj cocfficientes aquationis infeiioris, 
nempe ordinis »_1> qui finguli conficientur cx coefficiemibus aquatio¬ 
nis interioris & ordinis n -i, du&is in radicem realem 0 j fiquidem aqua¬ 

tio propofita radices omnes habet reales *, & fic progrediendo per ra ices 
reales deveniemus tandem ad aequationem quadraticam 


2x x -+- y,x -+- £ 

in qua, fi fit minor quam vera erit propofitio de aequatione trium 
dimenfionum-, atque ideo dc aequatione quatuor dimcnfionum &cj cum ve¬ 
ritas propofitionis in aquatione ordinis w, pendeatab ejus veritatem aequa¬ 
tione ordinis n -i, &c. , r 

Atqui aequatio quadratica, fi duo termini extremi habeant eadem ligna, 

donari potelt hac forma 

*> x -4- £ 

xx t: —— 


cujus ladices funt 

r-4- ^ (m -4« *+rs-v' ("" —4*0 

& —I? 

quae reales non funt nifi fit v* major quantitas quam 4^; Ergo fortius eft *f»i 
jnaior quam /fj quando radices ejus aequationis junt reales. 
pi. Hxc autem propofitio converti nequit. Sic aequatio 
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n 

** -4- 4 mx' -4- 6 m'x z 4m\k -+- *» 4 - rtp' :=} o 

in qua pono ram majorem quam ita eft conftituta ut i . 6m x fit nfinof 
quam 4W .qm S2 5 & 4 m \m' ^ i6w» 4 minor quam . 6w* — 
ac 6m x \rn' _;/p’) ^ - 6m 1 n<p' minor quam 4 ^ \6m 6 . Ta¬ 
men ea aequatio duas habet radices imaginarias x + m + ny/ - p - o 2c 

*-+- m - nV - p. 

Si vero termini extremi aequationis quadratica:, ad quam tandem deveni¬ 
tur, haberent figna contraria, nihil.pofiet confici. Nam aequatio 



liabct radices femper realcs 

, »! + fSV-4-4^?) q„ i* *i—V ( w -+. 4#J) 

*~~ir |§~ 

feu fit m major fcu minor quam 4^. 

pi. Ut indicarem duos- terminos continuos, r..r»um , & r-*- \...vium y ha¬ 
bere e # adem figna, dixiN°. 23. cfle fignorum fuccejjionem \ ut explicarem duos 
terminos continuos habere figna contraria, dixi mutationem 5 nunc fuccefiio- 
nem vel mutationem ambigue vocabo fignorum relationem. 

P3. TEquatio ordinis n habet n fignorum relationes: confiat ex N°. 23. 

P 4 . iEquatio ordinis w, quam dicam componeutcm, du6ta in Fa&orem 
fimplicem formae dat aequationem ordinis n-t- 1 , quam vocabo 

compofitam, in qua termini funt numero n -4- 2 j fignorum relationes «-*- 15 
& termini quorum coefficicntes conftant duabus partibus , numero Nam 
haec aequatio compofita confiat duabus feriebus , quarum una 

V- 1 - 1 h- Ax” Bx” ’ -4- C/ _1 + D/- ! ... + R X - 
eft ipfa componens 

x" Ax”—' + Bx-” —1 -4- Cx* 3 +D.X 11 4 .... -t- R 

du&a in x. Altera vero feries 


+r «.v*±r «A»" 1 +- «Bx” 1 +r «c:v"~ 3 +7 «Dx” 4 ... ir «R 

efi eadem componens dufra in <*■ Ita vero difponeiidas funt hae feries ut pri¬ 
mus, fecundus, tertius 5cc. terminus fecunda: ferici fubfit ordine, fecundo, 
tertio, quarto fite. termino primae. Hinc ultimus teiminus e.R iecundx 

foriei fcquetur ultimum Rx primae, ut primus x primae praecedit pri- 

v mura 
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mum *x n fecundae. Igitur primus & ultimus terminus compofitae funt in- 
complexij reliqui omnes complexi & quidem duabus partibus. Omnium 
autem terminorum numerus in compofita eft »-4-2,; ablatis duobus, primo 
& ultimo qui funt incomplexi, manet complexorum numerus», qui pari¬ 
ter eft numerus relationum lignorum in componente. 

Pf. Quacunque fit relatio lignorum in componente, manebit omnino 
eadem , li componens multiplicetur per quantitatem incomplcxam feu po- 
litivam, feu negativam ; fcd in prima hypothefi figna manebunt in fa- 
£to qualia erant in componente; in fecunda hypothefi figna pofitiva muta¬ 
buntur in negativa, & negativa in pofitiva. Patet ex legibus fignorum 
in multiplicatione. 

p5. Igitur tot & iisdem locis erunt tum fuccefliones tum mutationes in 
fa&o , quot & quibus locis erant in componente. 

97. Atqui componens prius ducitur in x, qux quantitas femper eft po¬ 

fitiva. Igitur -tot St iisdem locis prima feries compofita: habebit mutatio¬ 
nes 8c fuccefliones, quot compofita, fi numerus locorum computetur ab 
altiflimo termino in utraque. Si vero confidcrentur exponentes ipfius x, 
hi erunt in prima feric compofita: au£ti unitate , ita ut li exponentes duo¬ 
rum terminorum fint »-r, St »-r-1, atque hi habeant eadem 

figna in componente ; termini quorum exponentes funt n - r -+- 1 8c »—r 

in prima ferie compofitx habeant eadem figna. Si vero termini quorum 

exponentes funt n - p Sc n—-p -1 in componente habeant figna 

contraria, termini quorum exponentes funt n - p + i, & »-p,habeanc 

ligna oppofita in prima ferie compofita:. Et quidem eadem erit mutatio in 
utraque; id eft vel e- in vel e -4- in -. 

98. Idem conftat dc fecunda feric compofita:, fi Fa&or limplex fitx-4-*. 

99. Cum autem termini fecunda: ferici in compofita uno loco promovean¬ 
tur linguli, dum fecunda feries jungitur primx.ut compleatur aquatio com¬ 
pofita \ conftat tot futuros in compofita coefficientcs complexos, quorum 
partes habent figna oppofita, quot funt mutationes in componente; & hanc 
fignorum oppofitionem accidere in iis terminis compofitas qui habent eosdem 
exponentes ac primi termini lingularum mutationum in componente. Tot 
autem in compofita erunt termini complexi, quorum duas partes habent 
eadem figna, quot funt fuccefliones in componente; St hasc lignorum fimi - 
iittido locum habebit.in terminis compofita:, qui habent eofdcm exponente* 
ac termini fucceflivi in componente, pneter ultimos cujufque fucceflionis. 
Ex. gr. fit componens 

x 9 Ax 8 -4- Bx 7 — Cx* —Dx 5 -4-Ex* — Fx 3 -4- Gx* — Hx — I — o 

in qua funt quinque mutationes, prima ex -4- Bx 7 in-Cx tf ; fecunda ex 

»-Dx< in-h Ex 4 ; tertia -4- Ex 4 in-Fx J , quarta ex — Fx J in 4-Gx 1 ; 

quinta denique ex -4- Gx l in-Hx. Igitur primi termini lingularum mu¬ 

tationum, habent exponentes 7; f; 4; V» 1 Termini, qui in compofita 
cx hac & x -4- * habent hos eosdem exponentes , conflabunt duabus parti¬ 
bus oppofias. Exponentes terminorum fucceflivorum in componente, funt 
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9 \ 7. 6c 6 ac f, & 1 ac o; hinc dcmtis 7 ac f, (qui funt communes 

h erminis ac primis fingularum mutationum,) & o, (qui eft exponens ulti- 
n rminij manent 8j 65 ij exponentes terminorum conflantium duabus 
p. ubus fimilibus in compofita ut fupra. Revera compofita eft 


D * + ‘ 


+ (tt' —ax’ >4« 


- H - 1 

-4- aG — «H 


AT — ai ^ O 


IOO. Si vero Faftor fimplex fit *-*, quae diximus de prima fierie 

huc repetenda erunt 5 fed in fecunda pro fignis pofitivis feribenda erunt 
negativa, & contra. Sic eadem tequatio novem dimenfionum multiplicata 
per x -<*, fiet r 


A x» ^ B , X* 
et — et A 


■C xr-D x«h-E_ v! _F 


-+- O v ) — 

-i- «F v - 


I0, ( .Ql 1 . :l l ,r °P ter . ubl e rant fignorum oppofitiones in prima hypothefi, 
fitioncs mll ' tUd,nCS m haC feCUndai &ubi cn,nt Gmilitudines, erunt oppo¬ 
ni? '/"«'nos in quibus x habet exponentes p;S;d; t, 

conflantes duabus pambus fim.bbus; & eos in quibus x exponentes habet 
Z’A 4 A ?'■ 2 > conflantes duabus partibus oppofuis, quando nempe propo- 
fna dufta erat m *-*-«: nunc, (eadem propofita drWa in x-1“) Jmiin” 

m quibus x habet exponentes p; Si rt; r, conflant duabus partibusoppofi- 
bu’ isnsagf" Xhab “ CXPOnCmeS 7i r; * 5 - >> conftant^ua- 
101 . Una radix negativa addita aequationi ordinis n , ut fiat .-equario or- 
mutatTonem.’ “““ -a r’adix poSunid 

Nam, quatenus eatdem funt mutationes 8c fucceflioncs in eompofita ab 
altiflimo termino x""*" ad pcnultimum S.v, quae funt in tota compofita, 
nempe ab ejus altiflimo termino x” ad ultimum S; fi radix eft neeativa 
una additur iucceflio in compofita, a penultimo termino <x ad ultimum «s’ 
qui tunc femper habet idem fignum L ultimus componentis^ au penukl’ 
mus compofita:. lioc autem accidit. ’ P 

Primo quando omnia figna componentis funt pofuiva 

femner ’ quand ° funt tum P ofltiva tum negativa; fed eft 

CoefficienterrTre COcffi ‘r ICns umus termmi ex componente divifus per 
fom. // termini praecedentis pariter e componente defumti. Quan- 

E do- 
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doquidem fi e fi: * minor quam A } & quam ~ •, Sc quam g; 6c quam g 

£cc ; erit pariter «A minor quam B; *B minor quam C* «C minor quam 
D Scc. Igitur in compofita praevalebunt ligna feriei fuperioris, quae funt 
eadem ac figna componentis (N°. P4.) 

102. Sed quando radix eft pofitiva, ultimus terminus compofitae habet 
fignum contrarium figno quod habebat ultimus terminus componentis. hoc 
autem fignum idem eft ac fignum penultimi termini compofitae. Quare in 
hac hypothefi addita eft compofitae una mutatio a penultimo termino ad ul¬ 
timum. 

quatio multiplicata per Fa&orcm x-& habet ab altiflimo terminor' 
ad penultimum Sx easdem fuccefiiones & mutationes quas habebat compo¬ 
fita, quando praevalent omnia figna feriei fuperioris (N°. roo.) 

105 In hac hypothefi compofita habebit mutationes & fuccefiiones iis¬ 
dem loois , in quibus eas habebat componens. 

104. Qua: diximus de toto imclliguntur de parte. Tot funt termini in. 

compofita ab altiffimo x nJrl ad aliquem (F..«E)x”""" V1 , quot in compo¬ 
nente ab altiflimo x ad Fx" '. Quare tot efle poliunt mutationes &: fuc-- 
cefltones in compofita, quot in componente, intra hos limites. Quod ubi 
accidit nulla neque mutatio neque faccefiio introduda eft in compofita, uc 

patet ex terminis. _ ... r . 

ior. Neque mutari potefi relatio lignorum in aliquo compofitae termi¬ 
no nifi is confiet duabus partibus oppofitis. Hoc autem ut accidat, quan¬ 
do Fattor eft aut radix negativa, neceftario duo termini continui 

tcquationis componentis habebunt figna. contraria. Sint ergo duo termini 
continui aequationis componentis 

_ n—t* -7 1 r 1 

-4- Fx' - Gx 

vel pro fecunda hypothefi': 

t-, n - r ^ n -r-1 

— Fx -4- Gx 


e quibus & e termino praecedente .. Ex” fiant multiplicando per 

duo termini continui compofitae 

-4- Fx” fmimI — Gx Um ~~ r 
... «E -+- «F 

vel pro fecunda hypothefi, 

— Fx” r 1 •+• Gx” r 


ad C A P UT II. ?f 

106. Quando autem Fattor eft x -#, aut radix pofitiva, terminus 

compofnse habebit duas partes affc&as figno contrario, quando duo termini 
continui ex aequatione componente habent eadem figna. Sint ergo duo 
termini aquationis componentis 

Fx G.v 

vel, pro fecunda hypothefi 

— Fx n r - Gx*— r — 1 

c quibus, 5 c e termino praecedente .. Ex” r ”*" r , fiant multiplicando per 
x - » , duo termini continui compofitx 

t?. —r-4-i n—r 

+ rx' -f- G.v 

... #E — «F 

vel, pro fecunda hypothefi 

- — Fx”‘ r_+ ' 1 — Gx" r 

••• «E -+- v F 

Sc nulla fiat mutatio in primo horum terminorum, fed ea fiat in fecundo 
tum N*. lop. tum N'. 106. 

107. Eft ergo *F major quam G, atque ideo * major quam quan¬ 

do radix eft negativa, mutatio qiue erat in componente ab ±T Fa” r ad 

+~ Gv N°. iof. fa&a eft fucccfiio in compofita * quandoquidem 

ponendo 

•4- F •. aE f & — G -4- «F ^ j? 9 
termini compofitas fient 

n -r-f- r n -r 

+ JX -H* , 

vel pro fecunda hypothefi 


-& x 


108 . At^^uando radix eft pofitiva, fucceffio qua: erat in componente 

(•“ m* ac J. ~ (N°. 106.) fafta eft mutatio in compedita, 

1 «m, cx luperiore denominatione, termini compoftiae fient 

E 1 •+/# 


COMMENTARIUS 


5 « 


H-/* -g* 

vel pro fecunda hypothefi 


n -r-f-1 »-r 

—fx -*-gx 

iop. Nunc dico aut, quando radix eft negativa, nullam aliam fuccelfio- 
nem introducam effe in compofitai aut fiquae praeterea mutationes compo¬ 
nentis verfse fint in fucceffiones in compofita, viciflim totidem fucceflio- 
nes componentis verfas efle in mutationes in compofita. 

Aut enim termini fequentcs componentis habent eadem ligna ac terminus 

Q x n r 1 , aut funt qui figna habent contraria. 

Si omnes habent eadem ligna, erit reliqua componens 


-H*” 


-Ix” 


3 -K/ 


4 _Lx" 


-r—5 


_ Qx 1 — Rx — S 


vel in fecunda hypothefi 


-Hx 




-r-? 


f .Qx l _ + -RXH-S ^5 0 

unde fiet aequatio compofita, addendo terminum praecedentem 

— H x” r 1 — lx n r 1 — K x 9 ' r * 3 —Lx”" r 4 -Qx J — Rx 1 ~ Sx 

& _.G — «H _«I —«K ...-«P -*Q.-.R 

aut in fecunda hypothefii *• . ' 

...-4-0*’-f R** S* + .sSQ 


» r TT »-r-i T 
— -4-Hx h-1x 

-*-*S -k*H 


«I +«K ...-mxP -t-«Q.-»-*R 


ubi finguli termini confiant duabus partibus habentibus eadem figna,5c nui 
lam patiuntur mutationem. Erat autem mutatio in componente a termino 
Fx” r ad terminum Gx” — r— ' ; & eft mutatio in compofita a termino 
tx”— r ad fequentem. Tot autem funt.termini in compofita quot in compo¬ 
nente, a termino cujus exponens eft » r-l ad ultimum inclufive. Ergo 
in utraque a term.no cujus exponens eft » — r ad ulnmum mdufive uu» 
■ eft mutatio, & idem fucceffionum numerus. Una ergo addita eft iuccclUo 

in compofita a termino fx" r ~ h ‘ ad proximum gx . 

Si qui termini habent figna contraria, ita ut reliqua aequatio componens 

fit 

r —— r —3 _Mx” —1r_,+, +N*' M_i ...-t-Qx^-t-Rx-r-S 

vel in fecunda hypothefi ^.Hx 
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1 -vlx"~ r '~ 3 ... +M*” —r ~‘ + ‘_N./“ r - s ..._Q^*_Rx^S 

atque ideo compofita 

•—Hx —Tx '••+Nx ••• -+- Qx J -f-R.v 1 -f. Sx c 

-«G -«H -«M h-*Q. +aR + 

vel in fecunda hypothefi 


+Hv’ r r -i-Tx”- - ...-N*’- - ..._Qx 5 _R*-_ S * 0 

—xG -t-aH ...+»M_ _*Q_„R-« s=:o 

aut prtcvalebunt figna feriei fuperioris, aut figna feriei inferioris in termi- 
nis quorum duse partes habent figna oppofita. 

Si praevalent figna feriei fuperioris, tot erunt in compofita mutationes 5 c 

fliccefliones a termino gx' r ad ultimum quot in componente, ut patet 
e fuperioribus. 

Si praevalent figna feriei inferioris, fiet aequatio compofita 


atque una erit mutatio totidemque fuccefliones tum in compofita tum in 
componente a termino cujus exponens eft n -r ad terminum, cujus expo¬ 
nens cft n - r - s^+- i. Pariter uua eft mutatio in utraque a termino cu¬ 
jus exponens eft n -r- s\ & ab hoc termino-ad ultimum totidem funt 

fuccelliones in utraque. Ergo rurfus una eft in componente introdu&a fuc- 
ceflio. Idem per fe intelligitur de altera hypothefi 

Tandem quatenus alternant termini in componente, ab illo qui primam 
patitur mutationem in compofita, rurlus in hac nulla nova fucceflio intro¬ 
ducitur, quia alternant pariter in componente, mutatis fignis, quod con¬ 
fiat c fuperioribus. Sit enim componens, fignis alternantibus ad terminum 
usque cujus exponens cft n _r - s , 


,Fx r _G*” 


_f x n- r +r __ Gv »-r 


unde compofita 


Gv 

«F — «G 


_I.v”- r -^Kv n “ r ~ 3 ^ 5 CCi 

-t- «H —«I H- &c. 


& fit, per hypothefim , « major quam j erit fortius « major quam 

- I K ^ 

quam ~ j & quam &c. (N°. po). Praevalent ergo figna feriei in£c- 

xioris, & compofita fit 

E 3 h-A 
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-f* 


n -r-t-l »-i 


'&* 


' r -hx n ' 


- IX 


kx* 


-&c. 


& in utraque totidem funt mutationes a termino cujus exponens et \n r 

ad uo m ScT alia mutatio introduda 

eftin compofitat aut fi qua; prxterca fuccefliones componentis fadx fuiu 
mutationes in compofita, totidem viciffim mutauones component.s fadx 

^ Aut'cnimTequentes in componente termini habent eadem figna ac termi- 

tuis Gx n r 1 , aut funt qui habent figna contraria. 

Si omnes habent eadem figna, erit rei,qua componens, m prima hypo- 
thefi, quam folam perpendiife fufficiet. 


.Hx” 


. lx” 


"■—3 Kac” - """ 4 ■+• Lx*”£ 5 ... A- Q*‘ -t- R* ■+■ S 


unde, multiplicando per x — •, & addendo terminum procedentem, fiet 
compofita 

m ,iu privalerc d=b.i>. Sgn. faW mUM,, qui. P»«» <» • 

G 0 G t- • -i !- ; — Scc. femper decrcfcunt 

quam p, & quantitates » G ’ H 5 I K * 

per N * m 90. Quare fiet compofita 




■“i_ jg* r 1 _ fax* 1 r ^_ lx *~*^•.• - qx'-rx*-sx-*S 


* 

r «1- r,irrp(fmnes in compofita quot in componente a termi- 

r s.--a ~r,* luc - 

ceffiones in compofita ab altiflimo termino x ad fx 
componente ab altiflimo termino x" ad Fx’' r . Una ergo fupervemt mu¬ 
tatio in compofita a termino /*” — ad terminum fequentem. ? x . 

Si qui termini habent figna contraria, ut fit aquatio componens 

^Fx”-^Gx^-VHx”-'-V^-T 3 ,'..-Mx-"VNr w -f *c, 

unde fiet compofita, retinendo primum terminum Ni. ic8. 




•r~'+ r 'tu c c. 

«i 


+UX -+-n* T r 

— <iF — *G -- 
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id eft, quia a termino cujus exponens eft n - r ad terminum cujus expo¬ 
nens eft n _ r _i-t-i mchiflve, prasvalent figna inferiora (N°. po.J 3 fic 

duo fequentes condant partibus fimilibus. 




^ k —r-+-1 r i»' 

'X —gX —VX 


-8cc. 


Jam totidem funt fuccefliones in compofita ac in componente a termino 

cujus exponens eft n - r ad terminum cujus exponens eft n — r - s- f- i. 

In utraque eft mutatio a termino cujus exponens eft n -r- s- 4- i ad 

fequentem cujus exponens eft n r s & in componente rurfus muta¬ 
tio eft a termino cujus exponens eft n r — s ad fequentem. Hac mu-. 

tatio, aut fit fucceflio in componente, (i nempe fit-4 -nx ' J -\-ox r J 1 

& compenfabit mutationem jam introdu&am -+- fx* " +_I —5 aut ma¬ 
nebit mutatio , ita ut fit. 


Tunc autem in omnibus terminis fequentibus praevalebunt figna inferiora. 
Eruntque duo ultimi termini compofitas vel 


-4- Sx 
— «R 


«S vel 


-S* 

-+- «lR 




qui, praevalentibus fignis inferioribus, habebunt fucceflloncm, quee com- 
penfabit novam mutationem introdu&am. 

Quatenus vero pergunt alternare termini componentis, alternabunt etiam 
termini compofitas, qui finguli conftabunt duabus partibus habeutibus ea¬ 
dem figna. Ergo Stc. 

m. Sit nunc (±r G x n o, terminus praecedens & terminus 

fequens habebunt figna contraria , quare feu ponatur -h fcu pro termino 
evanefeente, femper habebitur una fuccefiio & una variatio. 

Subfumfimus terminos, quorum exponentes funt in compofita n —r-+- r 

& n - r -1 habere femper figna contraria, quando nihilo xqualis efi 

terminus cujus exponens eft n - r. Hoc autem fic probatur. 

111. Si compofita multiplicatur per Fattorem *-*-«, vel fi nova radix 
introdu&a eft negativa, duo termini continui componentis, e quibus con¬ 
ficitur terminus evanefeens compofitae, neceflario habent figna contraria 
(N (> . iof.) Igitur tres .continui, termini aequationis componentis efie pof- 
funt. 

. Ii. 


-kFx —Gx 


Hjc 


unde tres compofitae termini 


- 4 -F* 
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n —M-r «—r TT n —r—I 

-4- F* — Gx +Hx 

...«E -+-#F — #G 

11 . 

G/"" 1 - 

unde tres compofitae termini 

—Fx' M * t ’ 1 -+- Gx n ~ r - H«” -r_I 
...<*E —«F 4-aG 

III. 

h-F*”"' - Gx ,—r—1 _ H* w ~* 
unde tres compofitae termini 

-t-Fx’ l—r ~ t ~' - G*"- r - H*”-'- 1 
...<*E -*-*F —#G 

• I V. 

—Fx”~ r -+- G*” _r “ r 

unde tres compofitae termini 

r-4-i ^ »—r u «—r—X 

-F.v -+-Gx +Hx 

...<*E —<*F -4- «G 

ii^. Quando autem aequatio componens multiplicatur per Fa&oremx— 
vel quando pofitiva eft nova radix imrodu&a, duo termini continui aqua¬ 
tionis componentis , qui conficiunt evanefeentem compofitae terminum, ne- 
ceflario habent eadem figna (N°. io<5.) Igitur tres continui componenti* 
termini efle poflunt. 

I. 

n-Fx -+-G* +Hx 
unde, in hac hypothefi, tres continui compofitae termini 

^Fv”—^ 1 -4- Gx” r + Hx” r 1 
...#E .—#F ■— *G 

I I. 
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-Fx”“ r - Gx n 


• Hx 


unde, in hac hypothefi, tres continui compofitae termini 

»->•- 4-1 


- FX 

... CcEj 


— G* 
-f- «F 

111 . 


-Hx* 


+ Fx Gx”~ r -Hx”“ r “* 

unde, in hac hypothefi, tres continui compofitas termini 
Fx ” - ''*" 1 -- r^ n ~ r 


.. «E 


• Fx 


-+• Gx r -Hx” - 

. <*F -»G 


I V. 


Gx” 


. Hx 


unde tres continui compofitas termini in hac hypothefi 
-Fx s ' 

... «E .+. aF 


% 


Eft autem <* ^ ~ , quia ponitur evanefccre terminus, cujus in compo- 
fita exponens eft n - r . 

114. Sed in duobus prioribus cafibus tum N*. 112. tum N*. 113. eft 

H H 

major quam ~ (N°. po). Ergo « major quam g. Quare in termino ho¬ 
rum duorum cafuum prxvalet lignum inferius. Ponitur autem primus ter- 
minus nullam fubire mutationem & fervare fuum fignum 5 & fignum feriei 
inferioris in hypothefi N/. m. in tertio termino compofitx idem quod fi- 
£nura lecundi termini m componente, atque ideo contrarium figno primi 
termini, quod idem eft in compofita Se in componente j fed in fecunda hy- 
potheh, fignum fenei inferioris in tertio termino compofitae, contrarium 
c figno fecundi termi m componente, quod idem eft ac fignum primi ter- 
mini tum compofitas tum componentis. Ergo in his duobus prioribus ca- 

In S?™? 8 u ukll ?, us compofitae terminus habent figna contraria. 

Tom ^£ Uokus colibus tum N ; . 112,. tum N». 113. fignum tertii termi- 

F ni 
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ni in componente ponitur oppofitum ligno prioris termini tum in compo¬ 
nente, tum in compofita j & tertius terminus compofitx confiat duabus 
partibus fimilibus. Quare femper primus & ultimus terminus compofitas 
liabent figna contraria. 

iif. Igitur, quando medius terminus evanefeit, ligna trium horum ter¬ 
minorum fuut, vel 



inter qux , feu pro termino deficiente ponatur -4-, feu -, erit una fuc* 

cclfio & una variatio. Quare etiam in hac hypothefi radix negativa intro¬ 
ducet in aequatione unam fucceffionem, 6c radix politiva unam mutationem. 

116. Quapropter, fi aequatio habens omnes-radices pofitivas , atque 
ideo omnia figna alternantia, multiplicetur per Faftorem *-+-*, vel au¬ 
geatur radice negativa, unam, acquiret fuccellionem. Si haec rurfus multi¬ 
plicetur per fimilem Fadtorem, adhuc unam acquiret fuccellionem. &tc. 

117. Si vero aequatio habens omnes radices negativas, atque ideo omnia 
figna politiva, multiplicetur per Fa&orem *—- <*, vel augeatur radice 
politiva, acquiret unam mutationem. Si hxc rurlus multiplicetur per fi¬ 
milem Fa&orem, adhuc unam acquiret mutationem &c. Ergo 

118. AEquatio, cujus omnes radices funt realcs, tot habet radices pofi¬ 

tivas quot mutationes lignorum continuorum, & tot radices negativas, 
quot lignorum continuorum fuccelliones. Si quis autem aequationis termi¬ 
nus defit, licet pro eo ponere -+- vel-ad arbitrium. 

np. Sed fi qux funt radices imaginarix in xquatione, fallit regula, 
tum quia deficit propofitio demonftrata N°.po» tum quia radices imaginarix 
neque pofitivx funt, neque negativx. 

Atque hxc cft notiffima regula CARTESII, vel, ut alii volunt HAR.- 
RIOTTI,de qua NEWTONUS artic. IX. Hanc fallere affirmatHallejus 
(in Addit, pag. 47.)» fcd nunquam fallit, quando xquationis radices omnes 
funt poffibiles. Hanc conditionem difertis verbis apponit NEWTONUS 
art. IX. CARTESIUS autem (Epilt. LX 1 X. part. III. pag. 28 6. Edit. 
Bbvianx Amftelodami 1685. datam ad D. de CARCAVl) ait, fecunda ejus 
objetliomera falfitate nititur ; neque enim pag. 373. dixi quod mc dixijfe vult , ni¬ 
mirum totidem veras dari radices quoties figna & - inveniuntur mutata,neque 

unquam id dicendi animum habui. Dixi faltem poffe dari totidem \ & difertis ver¬ 
bis demonflravi pag. 380. quando totidem non habeantur , nimirum , tum cum ali - 
que harum radicum funt imaginarice. Addere potuifiet, cum noftro & omni¬ 
bus recentioribus, veram efle regulam, etiam ubi funt imaginarix, dum¬ 
modo illae, qux neque pofitivae funt neque negativx, habeantur pro am¬ 
biguis, id eft vel pofitivx cenfeantur, vel negativx, pro re nata. 

Hanc regulam primus, quod fciam, demonfiravit Joanm Andreas SE- 
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GNER, poftea Celeberrimus Profeflbr in Academia Gottingana, in epifto- 
la data ad celebcrr. Georgium Erhardum HAMBliRGERUM, ar.no 1718. 
atque edita Jcnce apud Chrifiianum Francificum Buckium. Id, ut videtur , 
nefeiens acutiflimus Abbas de GUA, anno 1741. fuam concinnavit demon- 
ftrationem, qux anno 1744 edita fuit in libro, cui titulus Hijloire de V A- 
eadem ie des fcicnces , anne e 1741. &V. A Paris de Y Imprimerie royale. 

izo. Quantitas imaginaria fpeciem quidem pnebet quantitatis, quando¬ 
quidem exprimi poteft , fed quantitas non eft, quia neque arithmetice, ne¬ 
que geometrice poteft definiri, uno verbo quia eft impoflibilis. Igitur 
aequatio quae omnes habet radices imaginarias, nullam habet radicem, id 
eft nulla quantitas eft quae problemati refpondeat, vel quseftionis leges 
implere poflit. Cum autem proponi pofiint qurcftiones, quarum leges in¬ 
ter fc pugnent, etiamfi fortafle alte recondita jaceat repugnantia, ese ad 
aequationem dedu6tse prsebere debent sequationem omnino radicibus caren¬ 
tem , vel nullas habentem radices nifi imaginarias. Et quando leges qute- 
ftionis pugnant in certis cafibus, non in aliis, aequationes certis in cafibus 
habebunt radices imaginarias i in aliis realcs> ut Newtonus N" V. & VI. 
pag. 4, hujus. 

111. Mirum videri poteft quod omnis aequatio gradus imparis unam fal- 
tem habeat radicem realem, cum nequeat intelligi cur proponi non pofiint 
quarfi^iones deducentes ad aquationem gradus imparis, quarum leges inter 
le pugnent. Tamen res eft demonllrata. 

1 zz. Veteres Algcbrae feriptores, verfati circa quscftiones arithmeticas,non 
agnoverunt radices negativas. CARDANUS primus eas obicrvafie dicitur. 
Reccntiores omnes illas admittunt, praucr acutiflimum MAZERE, qui in 
libio> anglice feripto & in gallicam linguam verfoAi Filio meo, eas reipuit. 

S uan ?* atc * J? e g ativiE in boni s, motu, & lineis, docuit 
NEW I ONUS Art. VI. Sca. I. Parus I. pag. 4. ubi videri pellunt ob- 
lervationes noftne fub N°. 11. pag. 4. 5 e fub N°. 77. pag. n. & fub N°. 
78. 79. pag. 11. 

11$. In genere dici pofle rcor quod radices negativa- indicant Problema 
alio pa&o proponi pofle , quam quo propofitum fuerat. Rem explicemus 
exemplis. 

In XII. Probi. Arithm. part. I. pag. 111. quxruntur motus duorum cor¬ 
porum fphxricorutn in eadem re&a motorum fibique occurrentium. Ubi 
corpora fibi obviam eunt ante confii&um , accedunt unum ad aliud diffe¬ 
rentia velocitatum. Differentiam pariter velocitatum pcxft conflittum afiu- 

mit Audtor; Sc ponit velocitatem ipfias A poft confli&um efle . 

id eft velocitatem minutam quidem efle, fed tendere ad easdem plagas* 
atque ideo fic proponit problema. Datis fipharicorum corporum in eadem retia 
motorum ,ad easdem plagas tendentium , fibique occurrentium , magnitudinibus & 
motibus , determinare velocitatem , qua unumquodque pergit tendere ad easdem plagas 

foji conJUttum . Problema fic propofitum folvit x zz la -~- unde 

A + B 

F 1 pro- 
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a\ _ ( . 

prodit velocitas ipfius A poft confli&um- —^ i ^ velocitas 

ipfius B pariter poft confliaum . Sed fi velocitas ipfius 

A poft conflidhim invenitur negativa, rc&e monet audtor hoc indicare 
quod corpus A poft confli&um tendit ad plagam contrariam , vel retroce¬ 
dit. Tunc autem non differentia, fed fumma velocitatum recedunt cor¬ 
pora A & B ; & fic proponendum eft problema. Datis qua fupra , determi¬ 
nare •velocitatem , tum qua poft confligium corpus B pergit tendere ad plagas eas - 
dem , tum qua corpus A retrocedit. In hac hypothefi celeritas corporis A pott 

conflictum exponenda eft per —^— , quia celeritas , quam corpus A 

habebat ante confliaum , minuit celeritatem quam habebit poft confliaum. 
In prima hvpothefl, ut A pergeret ferri ad easdem plagas, oportebat ut * 
e flet minor emam a A. In fecunda, ut A retrocedat, oportet ut * flt ma¬ 
ior quam a A. Hic obiter obfervandum quam harc conveniant cum doftn- 
na quantitatum negativarum ac pofltivarum. Nam, in prima hypothefi 

e ft gA -TZlff quantitas pofitiva, tendens nempe ad easdem plagas; ea fit ne# 

gativa in alrera hypothefi , in qua tendit ad plagas contrarias: quare pofitiva 

erit —-7—Nunc ponendo 
A 

*— « A a _ b 

A ^ B 

erit rurfus 

ia AB —- ibAB* 

x 3 A+B 

fed 

s _ a A ^ tfB — i3B — a A 

A ~ A -4- B 

qusc quantitas eft oppofita quantitati inventae in prima hypothefi* & pofi¬ 
tiva eft quando corpus A retrocedit, fed viciflim fit negativa quando pro¬ 
greditur. Hxc facile accommodantor ad alterum cafum, corporum nempe 
obviam euntium. Aliud exemplum videbimus intra N . np. 

12.4. Pofitiva; radices aequationis indicare [olent , non autem femper indicant : 
(vide infra N ,m 128.) quantitates inaequales Problema propofitum folven- 
tes Exempla videri poffunt in parte I. Probi. Xill. pag. 151. Probi. 
XIV. pag. 1 $ubi duo numeri, major 8c minor, ad unum, nempe ad 
ad eorum differentiam, revocati fuerunt in nota. Item Probi. XV. pag. 

1 34 * 


Jf D C A P V r I I. 


4 r 

i? 4 * &feq., ubi vitandam effe ambiguitatem monet Au&or, qui eandem 
regulam affert & explicat pag. 201 i & ejus utilitatem oftendit exemplo 
ad Probi. XLI. pag. 264.. 

I2f. Certum elf aequationem oriri faltem tot dimenfionum, quot funt 
quantitates diverfae idem problema folventes. Sed viciffim dici nequit, tot 
funt quantitates diverfae problema folventes, quot funt aequationis dimen- 
fiones. Nam 

126. Primo e (Te poffunt cafus, in quibus problema eft impoffibile. Hos 
etiam comple&i debet xquatia, qu?e habebit aliquot radices imaginarias. 

127. Secundo, fieri poteft ut problema proponi poffit alio padbo, quam 
quo propofitum fuit, ut vidimus N°. 123. Tunc aequatio habebit radices 
negativas. 

128 .Tertio, etiam radices pofitivae aliquando indicant non quantitates 
folventes problema propofitum, fed quantitates folventes aliud problema 
propofito affine. Exemplum praebet Probi. V. Geometricum partis I 
pag. 161. & fequentibus. Ibi, datis trianguli re&anguli bafi ~ b, 8c 
& fumma laterum ac perpendiculi zz a , quaeritur perpendiculum zz x & 
laterum differentia zz y, quibus cognitis cognofeitur triangulum. Prima 
foiutio dat aequationem finalem 

xx zz zx (a-*-b) - aa + bb 

cujus aequationis duas funt radices pofitivse 

a + b — V(iab+ibb) & a-^b + V(zab + zbb) 

Harum prima fola folvit problema propofitum , ut oftcnfum eft in nota 
pag. 165. Altera autem folvit affine problema datis trianguli re&anguli 
baii zz b, ac pcrpcnaiculo =3 quaeritur fumma laterum & perpendiculi 
=3 x. Tunc enim fumma laterum fupereft zz x _ a\ &, pofita ut in 

loco citato, laterum differentia zz y } eft latus majus zz - - 9 & 

latus minus zz ~"i unde, premendo Auftoris veftigia, deveni¬ 
tur ad eandem aequationem finalem. 


xx ZZ zx(a +b) - aa + bb. 

119. Pariter in Probi, fequente pag. 168., ubi datis trianguli rc&anguli 
umma laterum zz a, St perpendiculo zzb, quaeritur latus unum zz x, 5c 

alterum zz a - x devenitur aequationem finalem quatuor- dimenfionum , 

cujus tres funt radrces pohtivx. 


r. 

a ax 

T - V\—* - 4 - Ib - bV^ACi -4- Sb'j). 

4 

F 5 


1 I. 
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i + V(~ + bb — bV(«a -v- bb)). 

1 4 

I I I. 

t — -4- bb •+• 3V(*a 33)) 

2 4 

I V, 


i _4_ -+- £3 -+- 3 v*(rf* *+■ 33 }) 

2 - 4 

Has e fle dico pofitivas, praeter tertiam. Conflabit, fi conflat de prima; 
quod facile oflenditur. EA enim 

a i -+- 33 major quam 33 ; ergo 

y(aa-*-bb) major quam 3 , & multiplicando per 3 , 

bV(aa+bb) major quam 33 : quare negativacfl quantitas -v- 33 — bV^aa+bb). 
Hinc 

?? major eft quam ^ 33 — bV{aa -4- 33 ), & extrahendo radicem, i ma- 

4 4 1 

jor quam -4-33 — bV{aa -+- 33 ). Igitur &c. 

Nunc dux priores folvunt problema propofltum ; dux pofleriores fer- 
viunt problemati datam ponenti laterum differentiam :=3 a , & quxrenti eo¬ 
rum fummam zz x; ut obfervatum fuit ad pag. 170. 

Sed pag. 171. quxfita fuit bafis :=3 x, & deventum ad 

x :=: - b±:V(bb + da). Harum radicum fola pofitiva 

x - b-hV(bb-t-aa) folvit problema propofitum. Altera, quas 

in hoc problemate negativa eft, infervit problemati in quo bafis x que¬ 
ritur datis perpendiculo 3 & laterum differentia a. 

Tunc enim,polita laterum fumma ^ 7, devenitur ad xquationem 

• 

xx zz ibx -+- aa 


cujus radix pofitiva eft 3 -t-V[bb-t-aa), qux erat negativa propofiti, & 

vicilfim hujus negativa radix 3 - V$Jbb-+-a*) fit pofitiva propofiti. Idem 

accidit in problemate VII. 

130. 
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130. Cafus tertius Problem. XIII. pag. 183. exhibet ejufdem rei exem¬ 
plum obfervatione dignum, quia radix negativa pertinet ad aliam lineam 
pariter problema folventem. Problema cafus tertii hoc eft. Angulum re&um 
CBD , data reda CD z=i a , ita (Tab. a Fig. 1.) fubtendere ut reda DA duda Tab. a. 
ad datum pundam A, conficiat angulum CDA^ariter redum. Ibi diximus Fi S* 1 
BA z =3 ^ & BD s x* & (nota b,) invenimus aequationem 

x 4 a - bbxx -4- aabb 

cujus quatuor funt radices 

Prima 8c fecunda reales 

_ bb bb 

x z=5 +7 V( -- bV( — -+- aa)) 

i 4 

tertia 8c quarta imaginari* 

* =3 ±,- v( ~ — — bv{ - +.««)) 

* 4 

quarum du* pnm* folvunt problema, pofitiva pro BDj negativa pro B<f. 

Sed fi, reliquis manentibus, dicatur AD — quia eft BA ad AD ut AD 

ad AC, erit AC ss Eft autem CA X zn AD^DC 1 * id eft 

x 4 . * 

p « x 1 -*- 0% & ar» =; 3 a x* -4- 

cujus quatuor funt radices 
Prima £c fecunda reales 


+«a)) 

* 4 

tertia & quarta imaginari* 


* =3 ttn-- bV{~ + aa)) 

1 4 

Patet ergo, radices quae erant reales in prima hypothefi 
ln fec unda, & contra. Hoc autem accidit quia quantitas ’ 


ficti imaginarias 



, bb 

bV (— aa) 
4 


quas 
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nu:e eft radix negativa aequationis pertinentis ad primam hypothefim, fit 
radix pofitiva aquationis pertinentis ad alteram hypothefim; nam ea aequa- 

tio prxbet 


xx 


bb t/ bb 
- - 4 - bV{~ • 
2 4 


-ad) 


vi hi' patet quam caute procedendum fit in radicum elc&ione. 

Ut remVaucis abfolvam, diftinguendum puto inter quantitates 
problema folventes, & aequationis Fa&ores. Qua: quantitates , vel ima- 
ginana: vel reales ; pofitiva: vel negativae , aequationem propofitam red¬ 
dunt evanefcentem politae pro incognita-, eae jun&a: cum incognita per 
figna apta, dividunt aquationem propofitam, 8c viciflim aequationem ean¬ 
dem redituum multiplicatione continua, aut tandem praebent aquationis 
Faftores; fed rion omnes Favores aequationis folvunt problema propofitum. 
Otiantitates fohe reales problema folvunt; & five pofitivs five negativae funt 
xquationis Faftores ; fed radices negativa; folvunt dnefte problema diver- 
Fum a propofito , & in alia.aequatione fiunt pofitiva:, ut melius videbimus in 
canite fequente N“. 11 ..14. Neque femper omnes radices pofitivae lolvunt 
problema propofitum; fed aliquando pertimnt ad aliud priori 5". 1 * 1 *® 
affine, fed diverfum tamen ; aliquando ad quantitates dtverfas, qua- jolvunt 
idem problema. Hic autem diltinguimus quantitates dtverfas ab myuahbus. 
InN»! ito. fi rcfta BD habere pollet duos valores inaequales , haberen¬ 
tur duae radices inaequales aequationis. Sed cum etiam DA folvere po 1 
problema, tecta: BD & DA funt duae quantitates dtverfae. 
p Multis aliis modis, (quis enim omnes recenfebit.) fieri poteft ut non omnes 
radices aequationis, ciian.fi pofitivae f.nt, folvant problema propofitum. 

,,i. Sponte patet Faftores formae* 4 -1» =: ° per continuam mult.pl.- 
cationem gignere aequationes omnium graduum, facundi fi duo funt Faftq 
res -fi Tres quatuor, quinque, .. *, terti, , quart, , qu,nt, , ... n ... m. 
Sed non quiv?s data aequatio conficitur Cx Faftor.bus realibus, cum fint 
aequationes quarum radices funt imaginariae. Neque confiat quomodo cx 
datis aequationis coefficientibus detegi poflant Faiftorcs vel reales vel ima- 
cinarii fic enim haberetur generalis aequationum folutio. Fieri poteft ut 
fim aequauones , in quibus relatio inter cognitas & incognitas nullo afeo 

ritur in Additamento* 


CAP- 
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T)e tranfmutationibus aquationum . 


I. £~\eterum aquationis cujufvis radices omnes affirmativae in negativas ne- 
gativx in affirmativas mutari pojfunt , idque mutando tantum figna ter¬ 
minorum alternorum . 

Sic aequationis 

x* - 4* 4 - 4 - 4x J - ixx - fx - 4^o, 

radices tres affirmativx mutabuntur in negativas, & dux negativae in af¬ 
firmativas , mutando tantum figna fecundi, quarti, & fexti termini ut hic fir, 

* 5 - 4 - 4% 4 -f. 4** -4- ixx - fX - 4 - 4 o. 


Eafdem habet hxc xquatio radices cum priore, nifi quod hic affirmativx 
funt quae ibi erant negativae, Sc hic negativae quas ibi erant affirmativx > 
& radices dux impoffibiles qux ibi inter affirmativas latebant, hic latent 
inter negativas, ita ut his dedudcis reftet unica tantum radix vere negativa. 

II. Sunt & alix xquationum tranfmutationes qux diverfis ufibus infer- 
viunt. PoJJumus enim fupponere radicem aquationis ex cognita incognita aliqua 
quantitate utcunque componi , perinde pro ea fubftituere quod aquipollens ejfe fin¬ 
gitur. Ut fi fupponamus radicem «qualem efle fummx vel differentix co- 
gnitae alicujus & incognitx quantitatis. Nam poflumus hoc pa&o radice* 
aequationis cognita illa quantitate augere vel diminuere, vel de cognita 
quantitate fubducerej atque ita efficere ut earum aliqux, qux prius erant 
negativx, jam fiant affirmativx, vel ut aliqux ex affirmativis evadant nc- 
gativx j vel etiam ut omnes evadant affirmativx. Sic in xquatione 

X* -x J - 1 9XX - 4 - 4px -30 ~ o , 

fi radices unitate augeri vellem, fingo x -4- 1 z=i y, feu x s y _ f & 

perinde pro x feribo in xquatione y — 1, & pro quadrato, cubo, qua¬ 
drato-quadrato dc x fimilem poteftatem de y -1 , ad hunc modum. 


X*. 1 

y*— 4 y’ - 4 - 6 yy — 47-4- 1 

— X J . 

— y' 3 yy — - 4 - t 

— 1pxx. 

— 1 9yy -4- 387 — ip 

■+■ 4 9X. 

4py — 4P 

~lJ 0 - 

- - - - ~ 


E-t xq Uat i on i s prodeuntis 
Tom. u. r 


57 * — 10 yy -t- 8 c y — p<S s 0. 


J 4 


fo DE rRJNSMUTJTIONIBUS 

y *_ yf -— I oyy -+- 8qy *■ —- ptf ^ O, 

radices erunt 2, 3, 4, - 4, qua: prius erant 1, .2, 3, - f, unitate jam 

fadx majores. Quod fi pro * feripfidem y •+• i~ prodiifiet «quatio 


t + r%' - 


i p 

16 


' ..II,... I 

cujus duas fuifient radices affirmativae, ^5& ac dux negativae,- 

&_tfi.. p ro x vero feribendo y- 6 prodiifiet «quatio cujus radices 

fuifient 7, 3, 9, 1, omnes nimirum affirmativae, Sc pro eodem feribendo 
y+ 4radices jam numero quaternario diminutae evafiflent— 3, —2, —1, — p, 

negativae omnes. . r 

Et hoc modo augendo vel diminuendo radices, uquae impofiibiles lunt, 
hae aliquando facilius detegentur quam prius. Sic in aequatione 
x 3 -3 aax —30* si o,. 

radices null« per pr«cedentcm regulam apparent impofiibiles. At fi au¬ 
geas radices quantitate a feribendo y - a pro *, in aequatione refultante 

y\ _ ^ayy _ a ] o, radices du« impofiibiles jam per regulam illam de¬ 
tegi poflunt. u 

]II Eadem operatione poffumus etiam Jecundos terminos aquationum tollere. Hoc 
enim fiet fi cognitam quantitatem fecundi termini aequationis propofitae per 
numerum dimenfionum «quationis divifam, fubducamus de quantitate quae 
pro novae «quationis radice fignificanda aflumitur, & refiduum fubititua- 
mus pro radice «quationis propofitx. Ut fi proponatui «quatio 

x 1 -4*x* -+■ 4V- 6 ~ o, 

cognitam quantitatem fecundi termini, qux eft-4> divifam per numerum 

dimenfionum «quationis, 3 , fubduco de ipecie qu« pro nova radice fignin- 

canda aflumitur, puta de^, 6c refiduum^ ^ fubftituo prox,6cprovenit, 

U> 64 

f h- 40 - 7 + r 7 

31 <>4 

- vr - y - 

-4- 4y •+• - 

_— d 

«1 * ,_ 53 0. 

7 3 2 7 


IV, 
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IV, Eadem methodo pote fi & tertius aquationis terminus tolli . Proponatur 
«quatio 

X4 - IX* 3 XX - fX -2 m O, 

5c finge x y -f, & fubftitucndo y - e pro x orietur haec aequatio. 


_ ,, -+■ 6 “ _ 

y * * y 1 ■+■ 90 yy -_ 

5 3 _ 


4* J 

S>ee 

6 e 

f 


- 4 - \ 

y -+- \ ce } 

-?J 


o 


Hujus aequationis tertius terminus eft 6 ee -+- pe -4- 3 du&um in yy. Ubi 
fi 6 ee p^-+- 3 nullum efiet, eveniret ipfum quod volumus. Fingamus 
itaque nullum efle , ut inde colligamus quinam numerus ad hunc cflte&um 
fubftitui debet pro e , 6c habebimus aequationem quadraticam 6 ce-+-$e-*-i > ^ o, 

quae divifa per 6 fiet ee-^ ^4-^ ~ o, feu ee z=* - i e --i , Sc 

z z zz 

cxtra&a radice e zz - - ±7 VC-? - ~), feu =5 -- ir V-,hoc eft 

4 16 2 4 16 

:=i -ir —• , atque adeo vel z=z - ^ vel zn -1. Unde y- e 

4 4 2. 7 

erit veljy -+- veljy 1. Qiiamobrem, cum j — e feriptum fuit pro x, 

1 ■» 

vice ^- e debet y -f- ~ vel y 1 feribi pro x, ut tertius aequationis re- 

fultantis terminus nullus fit. Et in utroque quidem cafu id eveniet. Nam 
fi pro x feribatur y n- -i orietur hxc aequatio 



s in feribatur y-+- 1, orietur haec 


y'+y' — 4 y — <s =s o. 

V. Pojfunt y radices aquationis per datos numeros multiplicari vel dividi •, & 
hoc paHo termini aquationum diminui , frattioncfquc & radie ales quantitates ali¬ 
quando tolli. 

Ut fi aequatio fit 
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ad tollendas fra&iones fingo ctTe y 3 - s, Sc perinde pro y fubftituendo 
i z provenit aequatio nova 

Z * I££ 145 _ 

r 7 27 z 7 ~ °’ 

& reje&o terminorum* communi denominatore, 
z' -12 z — 146 s o, 

cuius aequationis radices funt triplo majores quam ante. Et rurfus ad dimi¬ 
nuendos terminos aequationis hujus fi Tcnbatur iv pro z, prodibit? 

So/ 1 -24V-146 1=3 ° > 

Sc divifis omnibus per 8, fiet 

t/*--1Zh Oj 

cujus xquationis radices dimidiae funt radicum prioris. Et hic fi tandem in¬ 
veniatur v, ponendum erit iv z, ~ z y, sx, & aequa¬ 

tionis primo propofitae 

4XX-+-4* —<5 ^2 Q 


habebitur radix x. 

Sic & in aequatione 


X* — zx -h ~ o , 

ad tollendam quantitatem radicalem V$, pro x feribo , & provenit 
aequatio 

Vi — zy V] +V 3 ^ 0 5 
quae, divifis omnibus terminis per V3, fit 


^-2; + i ~ °* 

VI. Rurfus aquationis radices in earum reciprocas tranfmutan pojfunt , fc? 

<£quatio aliquando ad formam commodiorem reduci. 

Sic «quatio novifiima 


jE a r I 0 N U M. 


fcribendo -i pro y evadit 


leu terminis omnius multiplicatis per z *, & ordine terminorum mutato 
** — 2 zz -t- 3 J =3 O. 

Poteft etiam aequationis terminus penultimus hoc pa&o tolli, fi modo fe¬ 
cundus prius tollatur, ut fa£tum vides in exemplo praecedente. Aut fi an¬ 
tepenultimum tolli cupias, id fiet fi modo tertium prius tollas. Sed Sc ra¬ 
dix minima hoc padto in maximam convertitur, & maxima in minimam j 
quod ufum nonnullum habere poteft in fequentibus. Sic in aquatione 

x< — x* — \f)xx -4- 4px — 30 ^5 o , 

cujus radices funt 3, 2, 1, —5*, fi.fcribatur pro x refultabit aequatio 
1 1 19 49 

f 4 r' yy y * *' 

qua:, terminis omnibus multiplicatis per^ 4 ac diviSs per 30, fignifque mu¬ 
tatis , net 

, 49 , IP t T 

y< -— y* H- yy h- y - — -3 o, 

30 30 /7 30 7 .30 5 

cujus radices funt ~ i,-^ i radicum affirmativarum maximi i 

) z T 7 

jam converfa in minimam ~ , & minima 1 jam fa&a maxima, & radice ne¬ 
gativa --f quae omnium maxime diftabat a nihilo, jam omnium maxime 

accedente ad nihil. 

Sunt & aliae aequationum tranfmutationes, fed quae omnes ad exemplum 
tranfmutatioms illius, ubi tertium aequationis terminum fuftulimus, confici 
poliunt, ut non opus fit hac de re plura dicere. Addamus potius aliqua de 
limitibus aequationum. 1 

VH. Ex aquationum generatione conflat quod cognita quantitas fecundi termini 
t>roori 0ms ’ f l te num e J us aqualis fit aggregato omnium radicum fub flgnis 

quarti // tertn ^ ualis a &> re Z ai0 retlangulorim fub fmguhs binis radicibus > ea 
1 y Jignum ejus mutetur , aqualis aggregato contentorum fub flngulis ternis ra - 

G 3 dici- 


f4 DE TRANSMUTATIONIBUS 

d-.clbui s ea quinti aqualis aggregato contentorum fub fingulis quaternis •, (fi fic i» 
infinitum. 

A Humamus x zz a, x b, * =2 — c , x — d t occ. feu x - a =2 o, 

x _^ - 0 ,x + f ^ z: Q, & ex horum continua multiplica¬ 
tione geneiemus aequationes, ut fupra. Jam multiplicando x - a per x — b 

producetur aequatio 

XX fr x-^ab ~ ° > 

ubi cognita quantitas fecundi termini, fi tigna* ejus mutentur, nimirum 
a + b, eft fumma duarum radicum a & b , 6c cognita tertii ab illud uni¬ 
cum quod fub utraque continetur re&angulum. Rurfus multiplicando hanc 
aequationem per x + c producetur aquatio cubica 

- a ab 

- b xx — ac x+abe So, 

-+- c - bc 

ubi cognita quantitas fecundi fub {Ignis mutatis nimirum a^-h—c eft fum¬ 

ma radicum a, b & — c cognita tertii .ab — ac — bc , fumma re&angulo- 
rum fub fingulis binis a & —c,b&-c-, & cognita quarti fub 

figno mutato_ abe illud unicum contentum eft'quod omnium continua 

multiplicatione generatur, a in b in — c. Adhzec multiplicando cubicam il¬ 
lam aequationem per x - d producetur hcecce quadrato-quadratica 



ab 

- ac 

- bc 

ad 
-4- bd 
- cd 


XX 


-a- abe 

- abd 

bed 
h- aed 


—^ abed o: 


ubi cognita quantitas fecundi termini fub fignis mutatis a-*-h — ceft 
lumma omnium radicum j ea tertii 

ab _ ac — bc ad -\-bd — cd 

fumma rectangulorum fub fingulis binis j ea quarti fub fignis mutatis 
— abe «+* abd—bcd — aed 

fumma contentorum fub fingulis ternis i ea quinti —abed contentum unicum 
fub omnibus. Et hinc primo colligimus omnes aequationis cujufcunque, 
terminos nec fraftos nec furdos habentis, radices non furdas , & radicum 
binarum re&angula, ternarumque aut plurium contenta effe aliquos ex di- 
viforibus integris ultimi termini > atque adeo ubi conftiterit nullum ultimi 

ter- 
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termini diviforem efle aut radicem atquatiohis, aut duarum radicum re- 
6tangulum, plunumve contentum, fimul conftabit nullam eflc radicem, ra- 
dicumve re&angulum aut contentum, nili quod fit Turdum. 

V 111 . Ponamus jam cognitas quantitates terminorum «aquationis fub fignis 
mutatis efle p, q , r, j, /, v, &c. eam nempe fecundi p, tertii 3 , quarti r, 
quinti j, & fic deinceps. Et Tignis terminorum probe obTervatis fit 

P =! a 

pa -4- 2.q r=! b 
pb + qa-*- $r 7=i c 
pc q b -+-ra ^ 

pd+qc- 4 -rb- 4 -sa+.ft cs e 
pc qdrc sb -\r td -4-Gv ^ f 

&• fic in infinitum , obfervata Terie progrefiionis. Et erit a fumma ra¬ 
dicum , b Tumma quadratorum ex lingulis radicibus, c fumma cuborum, 
d fumma quadrato-quadratorum , e fumma quadrato-cuborum, / fumma 
cubo-cuborum, & fic in reliquis. Ut in aequatione 

x 4 -- ipxx -4- 4p.v-30 — o, 

ubi cognita quantitas fecundi termini cfl:-1, ter*ii_ip, quarti-4-49, 

quinti — 30j ponendum erit 1 « p, ip ~ 3 , - 4 p ~ r , * 0 -3 i. Et 

inde orientur ’ 


a ~ [p ~) I 

£ s (pa-)-iq ^ 1-4-38 53 ) 3P 
r :=S (pb-4-qa + y •=* 3P-4-IP— 147 Z3 ) —89 


^ — {pc -4- qb - 4 - ra 45 ^ — 8p - 4 - 741— 49 -f. 110 z 3 ) 713 , 

Quare fumma radicum erit 1, fumma quadratorum radicum 39, fumma cu* 
borum -8P, & fumma quadrato-quadratorum 713. Nimirum aquationis 
illius radices funt 1, 1, 3 & - f, & harum fumma 1 -4- 2. h- i _ c etl 1 . 
fumma quadratorum 1-4-4+9-4-17 c ft 39, fumma cuborum 1-4-8-J7-1J 
eit — «p, fcc lumma quadrato-quadratorum 1-^-16-4-S i-t-62.5' eft 713. 
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CAPUT III. 

I. Si b 3 c, dy &c exponant valores ipfius x in aquatione 


■ A* 




Cx 


5 -4- 5 tc. o 


& ponatur 

* i c d + vel fumm« radicum reliquamm, praeter a 

0 ^ b:c-*-d+e-*-&c.)-*-c(d+e + &c) &c, vel fumm« fidorum ex 

binis , praeter fada in quibus eft a. . r « 

i Pariter y «qualis fummae fadorum ex ternis; i' fummee fadorum c 
quaternis, pr«ter ea fada in quibus eft a> & ftc de reliquis } erit 

A B -t-J 3 $ C e =3 a$-\-y 3 D ^ i &c. 

Conftat cx reculis multiplicationis, & ex N° 114. Sed. I. Cap. V. 
Tom I. pag. 28. & patet idem accidere reliquis litteris, ex. gr. b j po¬ 
nendo «S J + f + ^+&c.;&ficde reliquis,fcnbendo ^ubi cft nunc 
^ 4 ubi nunc eft In fcquentibus retinebimus litteram a. 

3. Pariter conftat pro x & ejus poteftatibus poni poffc valorem a , & 

C ^ S P H«c lfttcra habebit figna contraria in coefficientibus & in fubftitutio¬ 
ne?’ Sit enim x =3 -h a. Fador aquationis ergo j & littera 

4 debet in coefficientibus habere fignum-, & m fubftitutione 4-. Qua¬ 

propter «quatio.fiet, 


x — ax 


— a*x 


1 - ajis 
-+- y 


-3 


— ayx 

i 


4 — &c 
-4- &c 


^ o 


fi nempe #; 05 y, J &c. fint quantitates pofitivx *, fiqu« vero effient negati- 

v« fada cx carum lingulis in- a , effient pofixivaj & femper eadem 

littera , ex gr. y habebit figna contraria in duobus terminis contiguis 

(*|5 ±7 y) x”" 3 '& (£- tfy ±T J) A ~ 

f Quando vero eft x = — a, Fa£tor aequationis eft x+a _=!:o. Qiia- 
propte? littera a in coefficientibus liabebit fignum-t-, & in fubftitutione 

fignum_•, quod tamen in poteftatibus paribus fiet -+■ (N . 80. partis b 

pag. 21). Tunc «quatio fiet 


- ax 

- et 


+ aux 

-+-P 


4 -a@x n 3 - 

-t-y 


- ayx 
-i 


n - 4 


-Scc _ 

h&C 


73 o 
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fi l 3 > y\ & &c. funt pofitivx, & fi quas carum funt negativae, fingu- 
larum fa&a in-+-<a erunt negativa * & femper eadem littera, ex. gr. y, 

habebit eadem figna in duobus terminis contiguis ( a( 0'±* y ) x 3 & 

(ir ay±; <0 x” '• 

6. Nunc fubftituendo pro x & ejus poteftatibus, valorem & ejus pote- 
ftates, quilibet terminus habebit partem unam quantitate parem ied figno 
oppofitam cum una parte termini praecedentis & alteram arque quantita¬ 
te parem, ligno oppofitam, cum termini fcqucntis parte. 

Nam , quando x -4-0, tres termini continui erunt formae (— a*-t-()x n ~- r 
( — d^ff)x n ~~ r ~~ L ; ( — acr-*-T)x h ' \ (N°. 4). 

Quare ponendo -4- a * pro x in horum primo ; pro x n ~~ r ~ l 

in fecundo j Sc -+- a” ' pro x” “in tertio, quandoquidem omnes po- 
teftates e radice pofitiva funt pofitiva:, fient *■ 

Primus (_ an -4-§) a~ r =5 — i r^”“ r " 4 “ I 

Secundus (- -+- i) a~~ r ~~ x 53 — + c a n ~ r ~~ l 

Tertius ( - ac .+. T ) a ” - " -1 =5 _ < r < *”~ r “* 1 

Sed, ubi eft x rs — 0, tres termini continui, erunt formx 

( -4- tfTr € ) x”~ r > ( -4- ^ 4- «r) x”“ r ~ I j (.*.*,}-*) x” -7 '- 1 (N*. f ). 

Poteftates autem e radice negativa-pares funt pofitiva:, impares 

negativa: j ©C fi n - r eft numerus par, impar erit n _ r _ x & rurfus 

par » —r —1. Si vero eft impar n -r, par erit n _ r _ \ rur _ 

fus impar n—r -2. Igitur, quando »-r eft numerus par fiet 

horum terminorum * 5 

Primus (-4- an -4- 0 a~ r =3 -4- % a n ~ r ~^ 1 ^p a n ~~ r 

Secundus ( -1- a§ -+- <r) _ a ~~ r ~~ 1 ~ — 

T ertius (+* + t) t~ r ~* — ta~ r ~' + ■,a~ r ~ x 

& quando eft n — r numerus impar, illi fient 
Primus (+a, + t )_ a‘~ r =) __ {4 ” _r 

- Secundus (.+..+.,) a ~'' _l ~ +{ ;- , + , a «- r -' 

//. Tettius *' * ’>a - .a— _ 

H Er* 
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Ergo femner prima pars termini medii deftruit fecundam praecedentis, & 
fecunda medii primam fequentis. 

Hinc, pro x &c. fubftitucndo valorem &c. primus aequationis terminus 
deftruet primim partem fecundi: fecunda pars fecundi primam tertii i fecun¬ 
da tertii primam quarti, Sc fic femper. 

Exemplum primi cafus fit «quatio 

x 7 — ax* — — aftx*-hayx ] -+-aix 1 — atx — a{ pS o 

-¥-* -+* /3 — y ■+■ e + Z 

in qua eft x z2 -+• Haec fubftitucndo fit 

a* __ a, 7 —«a 6 — -t-ya 4 * — ta z — z=i o 

-h*a*-+-@a f — ya^— W-bea 2 -i-£a 

Exemplum cafus pofterioris fit 

x 7 ax 6 -+- a*x< — * Sx* — ayx 3 -+- 0<tx x — £ s o 

* — /3 —y -+-«?. —e -+-f 

in qua eft x zz — a. Haec fubftitucndo fiet 

. - fl7 ct. — a f —a.fi.a+ — a.y. — a i -+-a.£.a t — a.e- — a-*-a£ 

+ *.»*-& . — a’ -y.a' -t .i -*.a' •+•£ — «-* 5 

in qua— a 7 a — a 7 -t- a 7 — u* ~ -f- 

Hinc intelligitur. 

7. Primo , quomodo valor incognitas fubftitutus in aequatione, eam red¬ 
dat nihilo aequalem. . 

8. Secundo , quomodo radices quales funt, vel incognitas valores quales iunt 
fubftituti in sequjtione pro incognita, non mutent ligna terminorum. Sed 
radices iis oppofitae mutent figna terminorum alternorum j & hoc de nomi¬ 
ne transformetur aequatio. Vide Au&orem Cap. hujus N°. 1 . pag. 40. 
Nam aequatio 

x ” _Ax*~ I — Bx” 1 + Cx" 3 Dx”—*-*. E*” —s - Fx" 6 _ &c.= o 

ponendo-x, & ejus poteftatcs pro-*-x, fit, fi n eft numerus par 

Z+Ax—-B x” 1 _ ex” -3 -4- Dx”— 4 _ Ex” 5 - Fx”— 6 -t- fcc.s o 

in qua mutata funt figna terminorum parium: &, fi n eft numerus impar 
__/-A*”-’ + Bx m + C/- 3 _ Dx”- 4 -».Ex”- s + Fx”- 6 -Scc. s« 
in qua mutantur figna terminorum imparium, vel tranfponcndo 

o P 5 
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fp 

o S -*. * V Ax”^ T - B* 1 "" 1 - C*"~ 3 Dx*~ 4 - Ex”"" 5 - Fx"~ 6 -4- &c. 

in qua mutantur Tigna terminorum parium, ut antea. 

p. Tertio, quod xquatio transformata per fubftitutionem radicis negativa:, 
reftituitur eadem rurius Tubftituendo aliam radicem negativam. Rurfus enim 
mutantur figna terminorum alte/norum. 

io. Jam ergo, quatenus propofitse, ex. gr. 

* — hx -_Bx -+-Cx J + — Fx — &c. o 

radix quasvis pofitiva a , manet pofitiva, aequatio manet eadem. Quando 
radix pofitiva a mutatur in negativam , propofita transformatur in 

*' + a* m -b* m -c*- 3 +d**^- e*”- s _f*"-Vscc. s o. 

Haec autem reftituit propofitam fi ponatur radix negativa- b. Pro¬ 

pofita pariter invenitur fi in ea ponatur radix pofitiva — b. (N°.8.) Ergo. 

11. Mutantur figna terminorum alternorum , quando omnes radices aquationis , 
qua erant pofitiva , fiunt negativa , £<f qua negativa erant , fiunt pofitiva. 

ii. Ficifiim , mutatis fignis terminorum alternorum , em radices pofitiva 
mutantur in negativas , & negativa in pofitivas. 

Nam fi qua radix c, maneret in transformata qualis erat in propofita, 
eadem, fubftituta pro x\ praeberet duas aequationes diverfas, propofitam, 
& transformatam. Quod eft abiurdum. 

13. Rurfus fi c eft pofitiva, duo termini continui propofitx fint 

t \ n - f . n - r 

C- C7r-i-f)x (-f£-+- <r)x 

qui pofitis C n r pro x* r , fiunt 

n r-4-z n —-7 —4— r n r-t-i :? r 

- 7TC -4- pC — %C -+- cx 

ubi-t-^A r_hI - r_ *~ I Te dcftruunt. Tn transformata alterutrius 

Tignum mutatur, manet 



qui termini Te non definiunt. Non ergo eft -+-* radix transformatae. 

Sed quando c eft negativa, duo termini continui propofitae lunt 

(cn +T x 4^ f) x n r 

quorum alteruter poft Tubfiitutionem figmina mutat, eft enim alteruter 
exponentium impar. Ergo hi Te dcftruunt in propofita. Sed in transfor- 

H x mata 
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mata, alterutrius, puta primi, fignum mutatur, Sc termini fiunt 

(« +fit «« ±7 0 

atque horum alteruter fignum mutat poft fubftitutionem ; igitur duae par¬ 
tes +1 ( c‘~~ r ' h ' ip. f/ - fe non deftruunt. 


fit 


> S 71^ 4- lc non ucuiuuuv. ^ r . 

Idem fic demon ftiari folet. Quoniam in propofita funt radices pofitivae 


A 53 a _profe&o erit- 


- A 33 -*-*- * 


& mutando fignum fecundi termini radices negativa: mutantur in pofitiyas, 
& contra. 'N § unc dico terminorum imparium figna effe fervanda panum 

,r, fcT»"." . 

f,“c 3 ““nm terminorum parium kabtn; in.p.rrm F.aorum «umorum, 
oui dant fa£htm pofitivum quando funt politivi, & negativum quando ne 
gaiivh Hoc ratiocinium evolvent & fub oculum ponent exempla haec. 

Sit w a 

/ 3 , ac — A - a-*-o — P 

Erit 


—_ b- 4 - 0 , & A 3 +<?- 


B =3 -4- a (- 


) _ £ .- 4-/3 =3 - * (-+-£ - 0 ) + - P;‘ 


Ergo eaedem quantitates binae dant eadem fafta, feu po^ivc fumantur fcn 
negative; & mutato figno ipfius A non mutatur fignum coefficient.s B 

Sit nunc 

+ p =3 -t + v> & A a —b-c^y ; ac-A sa -a+b+c-y 
Quando A pofitive fumitur, erit 

C 53 -*.*_ b (-- c.^y - b.—c + y 33 

-f. ■+* bcy 

fcd quando A negative fumitur, erunt fadta ex teinis 
— a. + b (+t — fi) — — v + b. + c . —y =3 

- abe ■+■ aby ■+■ <“V — ^fy 

qua: prioribus funt oppofita; & mutato figno coefficientis A «uwtur «»m 
fignum coefficientis C. Et gradatim augendo litterarum numerum, idem 
eodem pafto patebit de reliquis. Hinc, obiter, explicantur, qua: docet 

A udor N*. VI. Cap. III. pag. fj-ff- Tom ' “• , 4 . 
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14* Mutatis autem fignis terminorum alternorum, ubi erat fignorum 
mutatio in propofita, ibi eft fucceffio in transformata, & ubi erat fignorum 
lucceffio in propofita, ibi eft mutatio in transformata. Tot ergo funt fuc- 
ceffiones & mutationes in transformata, quot viciffim erant mutationes &Z 
fucceffiones in propofita. Atqui tot funt- in aequatione radices pofitivac 
quot fignorum mutationes, 8 t tot radices negativae quot fignorum fuccef- 
fiones (N°. IX. Cap.l l. pag.6. 6c N°. 118. png. 4i.Tom. II.). Ergo trans¬ 
formata habet radices pofitivas quot negativas habebat propofita, £c contra. 

ij\ Alia eft transformatio, qua radix aequationis componitur utcunque 
ex cognita & incognita. Vide AuCfcorem N°. II. Cap: III. pag. 40. 
Tom. II. 

Haec compofitio fieri poteft per additionem ,per fubdu&ionem, per mul¬ 
tiplicationem, per divifionem, per evectionem ad potefiatem, per ex- 
traCtionem radicis. 

Transformatio per additionem vel fubduCtionem nihil habet difficultatis. 
Nam, fi ponatur x ^ y-t-e, & per theorema binomiale quaerantur (y-\-i) n y 
(y j (y + e) n ~~ z &cj atque hac poufiatcs ponantur pro x% x~ j 

»—Z o 

x otc., in aequatione 

Ax” -1 Bx” —1 Cx”~' Dx "~ 4 +&C. +Sso 

habebitur transformata 


- n —I n . n — i , n — z » • » — i . n — Z . n —z „ 

y +ney •+*-- ey h -----'-4-&c. 

z. z . 3 

a *>■—X * n—x **— l . ff—Z . n—1 

*+• A y -4 -n — 1 A ey -+--—— A e’y 

x ;=; o 

•+■ B/ _l -+-«-1 %* -3 .+. &c. 

C.y 3 & c . 

&c. 

In hac transformatione bacc funt obfervanda. 

16. Ultimus transformatae terminus, qui confiat ex ultimo termino pro- 
pofitac & ex ultimis terminis ipfarum 

O +')% My -f- e )"- 1 , B(y n”-' •, Ciy + <} ”- 3 D(y ^ 4 &c< 

... 


V<r” 1 + Be” -1 -+. C*” -3 + D<” -4 &c... ^-R f + S 

H } 


id eft 


commentarius 
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id eft ipfa propoflta, in qua pro x pofita eft e. 

17. Pcnultimus transformatae terminus, qui conftat ex penultimis termi¬ 
nis earundem poteftatum, erit 

y {ne 1 iAe n 2,Br” $Cc n \Oe 5 -4-6cc.) 

ubi quantitas per quam multiplicatur 7, vel primus transformatas cocffi- 
ciens, incipiendo ab ultimo termino per ordinem retrogradum , quem adhibebo 
in fequentibus , eft ultimus terminus complexus transformatas nuper inventus, 
cujus termini finguli multiplicati funt ordine per terminos progreflionis 
arithmeticae 



18. Secundus transformatae coefficiens, conftat ex tertiis, ab ultimo,ter¬ 
minis poteftatum 

0 '-4-0% My -w)”~ X 3 B(y ■+- e* x .... T(y + e) % 
vel ex tertiis terminis earundem, ordine pariter inverfo, id cft 


(e -+- y) n > A (e-+-y) n S B {e+y)" z .... P (c+yf-, R(e-*-y) 

Hic fecundus transformatae coefficiens, eft ipfe primus, cujus termini fin- 
guli ordine multiplicati funt per terminos hujus progreflionis arithmeticx 


n — 1 n — 1 n -3 n —4 n — f 

~ze 3 ze 3 ~~ze ' 3 ze 3 ze 


1 



1 p. Ex hoc fecundo invenietur tertias ope progreflionis 


n - z n -$ n - 4 n —-f n— — 6 1^ n 

" 'ie ' 3 Y 3 “ 3* 5 * 3* "" 

Et fic femper. In genere transformatae coefliciens r..mus , invenitur ope 
praecedentis r—i..m, & progreflionis arithmeticae 

* — r ^" T . — r »-r-1 »-^ — * i. n 

're 5 re * re 1 re re’ 

Hxc non difficile deducuntur e termino generali theorematis binomialis 
Part. I. 

Vide etiam Addit, pag. 83. Lem. X. 

10. Ex his inveniuntur transformat» termini etiam facilius quam per 
evolutionem. 

Ex. gr. 
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Ex. gr. Transformata ipfius 
x* Ax* -4- B% 4 -f- Cx J D% 1 -t- E* -j- F o 
habebit primum terminum {ordine retrogado ut jam monui) 
e 6 + A**-+-B c' - 4 - Ce ] -f- De 1 - 4 - Ee F 
Primum coeflicientem 

- £ < £_*£! + tBi'+ i Cf 1 H- i Df 4- i. Ef 4- o. F e 

e e e e e e 

6 e ! -+• f Ae 4 *+• 4Btf } -+- 3Ctf* -f- 2De h- E. Hinc multiplicando per 

f . 4 . * . ^ i 
ze 1 ze * * 2e ’ 2? 0 

fit fecundus coefficiens 

ioAe J -f- 6Bc*-t- 3C* - 4 - D. Et multiplicando per 


tertius coefficiens 

'A 

loAtf 1 -f- 4Be C ; £c multicando per 

i. t- I. n 

4* 4 e 4 e 
quartus coefficiens 

1 *+* fAf -4- B. &c. multiplicando per 

z 1 

5 ? 5 P ° 

quintus coefficiens 


minorum ^ ^ ~ y 5 * mutan<3a cfr " nt > n transformata figna ter- 

* - “ ’ m c l. uibus '“P»res funt exponentes ipfius Et fi pinereiur 

iniDare<ffnn/ 5 in trans ^° 1 ' m ^ t ^ mutanda eilent figna terminorum , in quibus 
impares lunt exponentes ipfius y. 
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ii. Quando cft x ss y -+■*, pariter eft x— e zzj. Sed y exponit 
omnes radices transformatae, & x omnes radices propofitae; ergo omnes ra¬ 
dices transformatae deficiunt a radicibus propofitae data quantitate e. 

13. Tunc autem vere minuuntur radices fofitivte , fed negativa augentur. 
Sit enim a una radicum pofitivarum, & b una negativarum. Eiunt ergo 

x — a^ZOjtkx-Jrb^o 

0 

duo Fa&ores propofitae. Sed quia ponitur 

x 'zi y -h e > erit x - a e=: y -+- e - a z=i o, Sc y =2 a - e 

Ergo radix pofitiva propofitae minuta eft quantitate e in transformata. 
Pariter erit 

x-hb y -b e -h- b , & y :=! — b —t 

ergo radix negativa propofitae au&a efi: in transformata quantitate e. 

24. Ergo quando e aequat a unam e radicibus pofirivis propofitae , ‘fit 

* _ e z=. o j & ultimus terminus, qui confiat ex fudto omnium radicum, 

evanefeit, atque ideo transformata uno gradu deprimitur. 

Quando e efi major quam maxima radicum politivarum propofitae, 
negativa fit haec maxima radix pofitiva, atque ideo reliquae minores & po¬ 
fitiva:. Negativae autem manent, quae erant negativae. Ergo transforma¬ 
ta tunc habet omnes radices negativas, & ideo omnia terminorum ligna po¬ 
fitiva j & contra fi transformata habet omnis terminos pofitivos, efi e major 
quam maxima radix pofitiva propofitae. 

2 6. Quando e efi minor quam minima radicum pofitivarum propofitae, 
radices' in transformata manent quales in propofita. . 

z 7 . Quando efi x =3 y +- e, efi etiam x — e z=: y , quapropter radices 
transformatae fuperant radices propofitae data quantitate e. 

28. Tunc autem augentur radices pofitivae, & minuuntur negativa:.* quare 
2p. Si e aequat aliquam radicem negativam, ultimus transformatae termi¬ 
nus evanefeit. . 

30. Si e major efi quam-maxima radicum negativarum, ea iit politiva,ut 

& reliqua: negativas qua: funt minores *& aequatio transformata habet omnes 
radices pofitivas, & omnia figna alternantia: fi transformatae figna al¬ 

ternent, quantitas e major efi quam maxima radicum negativarum propofita:. 

31. Sed, quando e efi quantitas realis, quantitates imaginariae au&a: vel 
minutae quantitate r, manet imaginariae. Ergo radices imaginaria:, qux 
erant in propofita, manent etiam in transformata. 

32. Si prteterea efi e quantitas rationalis, radices furdae, qux erant in 
propofita, manebunt etiam in transformata, fed au&ae vel minutae quan¬ 
titate e. 

32. Hinc regula generalis , qua fecundus aequationis terminus extermina¬ 
tur. * Nam coefficicns termini fecundi (ordine dire&o) j id efi goefficicn* 

ipfius v *" 1 in transformata, eft»*-*-A. Hic evanefeit fi« 4 -A d\ 

* J id e It 
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id eft e :=3 — ^. Eliminabitur ergo terminus fecundus, fi coefficiens 

termini fecundi in propofita dividatur per exponentem primi & altiflimi 
termini, & mutato ligno jungatur novsc incognitae, arque haec quantitas 
compofita ponatur pro x in sequatione propofna. Vide N°. III. Cap. III. 
pag. p2. Tom II. 

34. Hinc confirmatur quod aficruimus N°. 71. pag. ip. Tom. II quod 
omnis aquatio carens fecunclo termino , habet tertium negativum , ft omnes ejus ra~ 

dicesfunt reales. Nam, ponendo-pro ee, Sc- —~ pro Ae in coef- 

nn n r 

ficiente tertii termini transformatas, fit 


-—*) cc - 4 - (»- 0 A<r -+- B :=: { 


-) AA- 4 -B =5 


Quoniam autem eft A fumma radicum, ad numerum », aquationis pro- 
pofitac, & B fumma faftorum-cx binis; erit A A fumma quadratorum fin- 
gularum radicum, una cum dupla fumma re&angulorum. Eft autem fa- 
aum ex duabus quantitatibus medium proportionale inter quadratum pri¬ 
mae & quadratum alterius (Eucl.i 1. VIII.) atque ideo fumma duorum qua¬ 
dratorum major quam bis fa&um (Eucl. ip. V.) Et in noftra hypothefi 
quadratum unius radicis additur ordine quadratis Reliquarum ad numerum 

n -1. Erit ergo» — 1... es fumma quadratorum ex omnibus radici- 

bus major quam zE. Sed ut habeatur AA *- r.. cs , fumma: quadrato¬ 

rum addi debet z(n i) B, ergo addendo hanc quantitatem hinc inde, 
erit (»-1) A A major quam 1B-+- z(n-i) B s 2B-*-2«B_2B — z»E 

atque tandem 

n -1 

(—^—) A A major quam B 

& coefficiens termini tertii erit negativus. 

Ut exemplo illuftrcmus hoc ratiocinium, fit 

A ci —i— b -i- c -e d -4- e j 


=1 a * -¥-ia(b-+-c-! r d-±e)-±.bb-+-ib(e-+-d-> t -e)-) r cc-ir-zc C^-+. e) -4- dd-** 
ide^-ee 

Tom. 1 L ~ a ( b + c ’+- d +*)-+■ b (t + d+e) + c (d+e) + dc 

I Hic 
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Hic eft » S f. Sed poni debet 

aa ad ab ut ab ad bb ac aa + bb major quam zab 

aa ad ac ut ac ad cc ac aa~^cc major quam zac 

a a ad ad ut ad ad dd ac aa-hdd major quam i ad 

aa ad ae ut ae ad cc ac aa + ce major quam zac 

bb ad bc ut bc ad cc ac bb~\-cc major quam zbc 

bb ad bd ut bd ad dd ac bb^-dd major quam zbd 

bb ad be ut be ad cc ac bb-^ec major quam zbc 

cc ad cd ut cd ad dd ac cc-\-dd major quam zcd 

cc ad ce ut cc ad cc ac cc+-ec major quam zcc 

dd ad de ut de ad ce ac dd-^ce major quam zde 

ubi aa-, bb-, cc-, dd-, cc inveniuntur in quatuor, vel n —- r, fummis 
duorum quadratorum -, ergo addendo majora majoribus 8c minora mino* 
ribus 

a (aa-t-bb-i-cc j^dd^ec) fuperant ta(b e -+-*/-+- e) h- zb(c -\-d-\- e) -4- 
zc (d -+- e) -4- zde zz zB 

Ut autem habeatur4AA, vel (n -1) AA, addi debent fumm* quadrato¬ 

rum 4.1B ^ 2 [n —i) B•, ergo 4AA major quam 10B s f.iB, & 
(n _1) A A major quam z*B. 

2r. Quando radices funt reales & formie j^r/j^-nVp ac XT w - nVp, 

eft earum fumma+7 tm 2 A, ac 4 mm zZ A A. & B zz (±r w -4- nVp) 

(+: m _ nVp) =2 -4- mm - nnp\ patet autem cfle 4 mm zz (2-— i ,)A 

majorem quam 2B zz zwrn - znnp. Sed quando radices funt imagina* 

ria;, forma: 

JH m^-nV—p ac +r m - nV — p 

cft iterum 

# A zz +7 iw-, AA zz -t-4 mm 

fed 

B zZ -4- tnm -+- nnp ac zB zZ -4- zmm -4- znnp 


erit-. 
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eritque A A major aut minor quam zB, cum cflc poflit nm major aut mi¬ 
nor quam nvp. 

3 < 5 , Ponendo coefficicntcm, non fecundi, fed tertii, quarti, quinti ter¬ 
mini, &c, aequalem nihilo, exterminabitur tertius, quartus,quintus,&c* 
terminus. Sed tertius terminus eliminatur folutione aequationis quadraueso 

zhe zB 

cc -+- ---.- o 

n n .n - i 


quae dat 


A 4 - V(±- A 

n n n n . n i 


quartus folutione aequationis trium dimenfionum, quintus aequationis qua- 
tuor dimenfionum tcc. Vide N p . IV. Cap. 111 . png. 5-3. Tem. II. 

37. Ponendo coefficientcm fecundi termini transformata: aequalem dat» 
quantitati, nempe 

. & -A 

w + A s fl, cc f S -— 

n 


propofita transformabitur in aliam cujus fecundus terminus habebit coeffi- 
cientem datum a. Idem, mutatis mutandis intclligitur de reliquis coef- 
ficientibus. 

38. Reliquae transformationes facile perficiuntur* Ponantur in propofita 
. pro x Scejus poteftatibus, ^ & hujus potellatcs* & propofita fiet 


n - v- 

y A 


B/ 

z," 


Cy 


, n —3 


• &c. 


39. Quare fi z S3 ~ erit a ad b ut x ad y, 5 c radices transformat» ad 
radices propofit» in data ratione b ad a. 

40. Ergo fi a ss 1, erit^ =3 bx , 8c radices transformat» aequabunt ra¬ 
dices aequationis propofita: multiplicatas per datum numerum b. 

41. Tunc, multiplicando per b* , transformata fiet 

y -+* bSy 1 b*By n x biCy ' 1 3 b*T)y n 4 & c . ~ o 

Quare omnes termini praeter primum, dividi poterunt per b . 

1 z 41. Hinc 
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41. Hinc,fi propofita habet non unitatem, fed b coefiicientem altiflimi 
termini, transformatur in aliam, cujus terminus altifiimus coefficientemha¬ 
bet unitatem. 

4?. Rurfus, fi fit b fa&um ex denominatoribus, d\ e\ / 6cc., terminorum 
propofita; 

n m 4. A n —1 , 5 J 1 — 1 £ v”‘— 3 -4- &cc 1 — 1 o 

* 7 * ^ 7* * f x ” 

transformata orietur libera a fra£tionibus. Ea autem erit 


M — 1 „ «—1 

Ay _ B y 


&c. :=J o 


/ -4- Atfy” 1 .+. Bd'ef , y' 1 Crfvy/ 3 ■+■ &c. 


44. Et fi 3 V'*, transformata fiet 

n m m m tn 

y .+. -+- B^/42 1 -+- J -4- DyVa 4 &c. ^ o. 

Quapropter fi A z=i «Va™ 'j B a 5 C zz yVa * &c., 

orietur transformata libera a furdis. Hxc autem feries toties redire de- 

m 

bet, quoties in Va fit r aequalis m aut ejus multiplex*, & coefhcientes 
propofita:, qui multiplicandi funt per aliquam potcftatcm rationalem ipfiu6 
a, efle debent rationales. Sit ex. gr. 

x 6 + AV$>.x' -*-B/3.x 4 Cx 5 -f. Dv'p.x‘-4-Ev'$.*-*-F ^ o> 

& ponatur x zz ~ 9 transformata fiet 

IL . A _ *}i J? Cg| Dii*r iZu^p 

y j* V33 v$ 

qusc multiplicando fit rationali». 


4f- Si 
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4 f. Si ^ i, erit ay !*jjf a ~ , 6 c radices transformatae aequa¬ 
bunt radices propofitae divifas per datum numerum a. 

Tunc transformata erit 

n n . n - 1 n -1 n n - z n - z 


n n A n - 1 n - 1 ^ n - z i 

a y -b Aa y -+- Ca y 


quare fi fit » s w + r, St S S ^ T, tota aequatio dividi poterit per 
a , &: orietur transformata , cujus ultimus terminus minor. 

46 . Hinc etiam aliquando auferuntur radicaies e propofita. Sit enim 

a zz b n Vc *, fiet transformata 

- 0 

m m m m 

qu®, fi A s «Vfj B z=i (Bvc*-, C ^ ys!c\ Scc. S S T. </c* y 

m n 

dividi poterit per Vc , & erit libera a furdis. Ex. gr. fit 
4 4 4 

x A Bv/ 3 • -t- C V3 J • -t- Da: 1 «4-E/3.X-+-FV3 ^ o 

4 

oc ponatur x — yy/ 3 , propofita transmutabitur in 
^v'3-t-3A^v'3-H3B^V3-4-3C 7 W3-4-D J V3-4-E > r/3-4.PV3 - o 
quae per divifionem liberabitur a furdis. 

47 . Radices aequationis mutantur in reciprocas, feribendo ultimum ter¬ 
minum propofitae du&um m cocfTicicntcm penultimum in v ”— 1 
Sic propofita. J 

*“ + A*’ - ' - B*"- 1 -t- C,v”-3 ^ Dx” 4 .... + P.v’ ^^s-, 


1 + Ay + B >‘ + C;? + Dy« -+..... -+. PR/— 1 Sr “ - o 

48 Eft & alia transformatio ponens pro incognita propofita: aliquam al- 
tenusincognit* potcftatcm; ut * =5 jf"j tunc propofita, qua fepius ufi. 


3 mn -t- fy m *— m fi/"— lw , 


3 *+■ &C» ^5 o 
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49. Hoc pa&o deprimuntur aquationes, in quibus exponentes funt ejus- , 
dem numeri multiplices. 

• Sint exponentes sequationis propofitx 
prpr — r -y pr - ir j pr - y 5 pr - \r fice. 

ponendo in/”N'.48, w— vel x r exponentes transformat* erunt 

P y P -I 5 P -2. y p -3 y p -4 y -f &CC. 

Ex. gr. propoflta fit sequatio 
x % -4- Ax‘ -+- Bx 1 -4- Cx 1 + D ^ o 

ponendo x 1 -s y ; atque ideo x* ~ y x -, x 6 j x 8 zZ y* j propofita 
transformabitur in 


-4- Ay ] -4- By 1 - 4 - Gy -+- D ^ o 
Sit pariter 

X 1 ' -4- Ax ,l -f- Bx 9 -+- Cx 6 -+-Dx J -4-E zz o 

ponendo x J ^ r, ac x 6 ^ y x \ x 9 :=s /s x ,z s x‘ s = /, ea fit 
jd-+- Ajr*-f- By 1 -4-Cy 1 -+- D7-4- E s O 

po. Nunc demonflrandus eft Artic. VIII. hujus Capitis, agens de pote- 
ftatibus radicum aequationis. Theoremata huc pertinentia revocabo ad unum 
generale, fequutus, quantum potero, notationem Au&oris. Ex ea patet., 
afiumi pofie aquationem generalem hujus formae. 

x ->t-px~~ l - 4 - qx n ~~ x - 4 - rx”~~ 3 ■+■ jx ”“ 4 - 4 -tx 5 - 4 - ux 6 - 4 - ... &c. z=i o 

fi. Pono terminorum fequentium, fiqui funt poft ux n , coefficientes 
ordine efle 

Qy b y C y d $ Cy &C. 

& litteras h\ /, indicare in genere tres coefficientes continuos, qui per- 1 
tinent ad x r ~ + ’ i 5 x' i x' r l . Ideo hi coefficientes continebunt 
fummas fa£borum ex tequationis radicibus fumeis , ordine , ad numeri | 
f -I i r i f - 4 - ! 

fi. Pariter pono k efie coefficicntem termini penultinfi, (qui ideo conti¬ 
nebit 
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nebit fa£fca e radicibus fumtis ad numerum n -i j) & / cfle terminum ul¬ 

timum, (vel frtdhim e radicibus omnibus*) atque/* z-, f cocfficicntcs in- 

. n- —i-f-i n s n — s 1 

determinatos x x , \ 

5*3. Hos autem cocflicientes fumo cum fignis, quae habent in aquatio¬ 
ne, recedens ab Au&ore, qui accipit cognitas quantitates terminorum aquatio¬ 
nis fub fignis mutatis , 6c figna muto in theoremate. 

5-4. Radices aequationis exponantur litteris griecis 

«3 Pi <?> ej &c. 

ad numerum w, qui St aequationis gradum exponit, St queeratur fumma 
poteftatum m ex his radicibus. 

5f. Poteftates radicum, quarum poteftatum exponentes fune 
m j m -1 j m -2.5 m -3; m -4. . 2 

in unum coatts, exponantur litteris latinis majufculis 
A j Bj Cj D j E O. 

Sc fumma poteftatum primarum, vel, quod idem eft, fumma radicum, ex¬ 
ponatur littera p: hanc enim pofuimus cocftlcientem fecundi termini aqua¬ 
tionis ideft fummam radicum. Sed fummte poteftatum, quarum expo¬ 
nentes funt generales St indeterminati, fed continui, 

m —-r-f- 1 j m - r \ m - r-^~ 1 

exponantur litteris 

Gj H; I. 


T6. Tandem fumma poteftatum quarumvis, quarum exponens cfta?_/ 
exponatur per M. 1 ’ 


Ut fub oculos ponamus has notationes, fit 

C 


A e: » 4-3 
_ m —1 

^2) <36 -| 

_ m — i m —; 

=5 * 4-3 


y 4-J- 

i • 

y 


a ™— t ' w—1 „»3 

p 4 - y -4- d 


Stc. 

rn— I 


■ Stc. 


&c. 


" y -+- £ -+-? 4-scc. 

OCc. 


G d 

H =5 

I - 


"~ M ' t -t- ^ + , 


•"- 


u-r-t-l m— r+t 

' JT ' »-• T» - r -**i - + - &C - 

-*-* -+• « + ( &C. 
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& 

_ nt— t r.m — t m~~t jn—t m—t 9 m—t » 

=5 « -f- p -4- y -4- d -f- « -4- £ -4- OCC. 

yy. His pofitis, conftituantur feries 

Bj C 5 D> E > Fj £tc. 0> pj m 

& 

/>i g; rj /j / .... jn 

Dico cfle 

A :^pB — gC-4-rD — jE-+-/F .... ±;yO +L zp ±; t»f. 

Hoc eft generale theorema, ad quod revoco theoremata Ne-jutoni. Pro 
cujus dcmonftratione, obiervo quod . 

f3. Omnes termini 

pB ) qC} r Di rEj /F &c. 

habent eundem dimenfionum numerum w. Nam ipfa B cft dimenfionum 

numero w-i (N« yy. 5c f6.)j eft: autem p unius dimenfionis : ergo 

numerus dimenfionum fadti pB eft m. Sed in ipfispj q\ r \ s $ /; &c. nu¬ 
merus dimenfionum femper crcfcit unitate , qua decrcfcunt exponentes 
ipfarum B j Cj Dj Ej Fj 8cc, ergo lingula fa<5ba habent eundem dimen¬ 
fionum numerum m. 

yp. Sumamus nunc tria qusevis fa&a continua 

J+ AH+r/i 

fecundum N" fi. & yy, prima pars ipfius bH deftruit fecundam* prrcce- 
dentis^Gj & fecunda pars ipfius fiH deftruitur a prima fequentis /I (N '.<?• 
Comment. ad Gap. III. pag. 6 i). Penultimi autem termini Ip. zp pars de¬ 
ftruit partem praecedentis j pars altera deftruitur ab ipfo «rf : & pars ipfius 
qC deftruit partem ipfius pBj pars reliqua deftruitur ab rD. Manet er¬ 
go tandem prima pars ipfius pB , quae cft ipfti quantitas A. 

6 o. Dixi primo , medium e tribus fa&is continuis dcftrui partim a par¬ 
te praecedentis, partim a parte fequentis, & appellavi ad ea quse fupra 
demonftravi de quavis aequationis radice, qux in aequatione fubftituitur 

pro s H r •, % r x* r 2 . Id nunc accidere patet; quod cum 
verum fit, feu fubftiruatur *} fcu 3» feu quaevis alia, etiam verum erit 
quando fubftituuntur omnes, una poft aliam. Rem licet perlpicuam,exem¬ 
plo tamen illuftremus. 

Sit aequatio generalis fex dimenfionum 
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X 6 4- px * 4 - qx 4 +- rx J +- sx l 4- tx 4- u =j o 

hujus radices Tint quae fupra (N°. f4.) & fit exponens m _ r :=! m _4. 

Erit w r 4 -1 s w—3 > & w — r —1 s m -j\ Quapropter 

G a +. 0—3 4 _ y* 3 +_ /-3 +_ —3 +_ ^—3 

Ha*c fumma debet multiplicari per 

r S *@(y 4 - «H- g 4“ 4- oty\i 4 - £ 4 - () +~ «J(e 4 - £) +* »t? 4- 

4 — g 4 — £) 4 — / 3 J(e 4 — gj 4 — / 3 :£ 4 — 

J^(« +- J) 4 - ?*£+- 

H 

Hinc conficietur 

V*+^+<+o+^+«+o+i(tV {j -+- *o - 4 - 

\ 2 x^* +l + ^) + M' + 0 + H ■+• 5^0 - 4-0 -+- >«£ -+- <Tef) -f. 

2 n 2^ <7 6 0 •+■ 8 **“ s) H- ■+* 0 4 - •() -f. 

^^ (•>{* ■+" * "+“ 0 •+■ *^( f - 4 - £) -t- *e£ - 4 - ><l(e- 4 -£) -4- -+- <J*£) 4. 

y 22 ( * [ P 0 ■+■ 0 (* 4 -*H- f) - 4 - <*(« - 4 - £) - 4 -* 0 +- 

^-4-*-+-0-4- «J(* -4-0-4* «e?-*- 0«. -4-0*4- /3e0-4- J«0 -4- 
(*(0-»-y-4-«-*■{) -4- |3(>- -4-«-f- 0 -4- >(e -4- £) -h gf) 4- 
2 -l^ ye * &'■*■ **( 6 “*■ 0 ■-+* « 04 * < 3 y (« - 4 - 0 0 * 0 »- *«0 - 4 - 

t” 4- J4— J) 4~ »y(^+- 0 4- «<*<T+- 0y(J+- 0"»- /M£+- 4 - 

? (*(0+~ ?4- J4- t) 4- 0(y+- «1 4— s) 4— ^ 4- ej 4 - Jt) 4- 

C 3 («/3(^4- <T4- 6)4- «>(<?4-e)4-rt < f'g4-^>-(<r4- *)+- / 3 J f q_ y/g) 4 - 

Hic vides quam partem voco fummam fadtorum e potcftatibus qua¬ 
rum exponens elt m -3, in fuos Fa&ores. 5 ^ 

Pariter erit 




Haec fumma debet multiplicari per 

* tiV q^* yK ' ^ '*< + »<- 


unde fit 


Tcm. II. 


K 
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a ^(73>(J +- i 4- 4- W( t 4— £ ' 4— 3 g £4- «fy(e 4—£) -4- /e£4— 4- 

* ^((iyJ{e 4— £) 4- 3> g £ 4- 4— 

3 ^( cty(J 4— £4— £) 4— oc<T( 6 4— £) 4— «t<^4— 4— £) 4— ^f£4— J'?^) 4— 

3 g4— £) 4— aJ'c£ 4— ecyt^ 4— 4— 

y ^(<x/3(^4— £ 4 f) 4 #<f(s 4— £) 4— #e£4— f3J(« 4— £) +” 3 e £+“ <^e£) 4— 
y ^(«3^( g 4*-^) 4—fli/3g<^4—«<J'«^4—3^2^) 4— 

™ ^(a/3^y 4— i 4— £) 4— 4— £) 4— #S£ 4— fiy(J+- £) 4— &£)4— j 

e 4— £) 4— «3<^£ 4— oty££ 4— ftyJ£) 4~ 

if n ^( etfi(y 4 — i 4 — *) 4— oty(& 4— e) 4— xSi +- fiy(J 4— c) 4— fifi 4— yJi) 4— i 
*(xfiy(j 4 — e) 4— otfifi 4— xyh-^r- fiyJi) 

cujus pars prima, nempe* fumma fa&orum e poteftatibus, quarum expo¬ 
nens eft m — 3 , eadem eft ac fecunda pars ipfius rG Habent autem 
rG & iH figna contraria. Ergo has duce partes fe deftruunt. Si nunc 
evolvatur 1 1 , invenietur ejus prima pars xqualis fecundas parti ipfius jH> 
fed jH & /I habent figna contraria. Igitur &c. 

6\. Dixi fecundo partem penultimi termini zp deftrui a-parte praeceden¬ 
tis, quod conliat e fuperioribus. Addidi alteram partem ipfius zp deftrui 
ab ultimo termino rr.f. Demonftrandum eas eflc aequales i oppoficae enim 
fa<5tx funt. 

Coefficiens z continet fummam fa&orum e radicibus fumtis ad nume¬ 
rum m _ 1 (N 9 . f 8 .) ; atque horum fa&orum numerus eft m . Hxc 

fumma debet multiplicari per fummam radicum.. Conficientur ergo primo' 
fecunda: poteftates fingularum radicum, du£tx fingulx in fummam fago¬ 
rum ex m - i radicibus, prxter eam cujus potcftas fecunda fumta cft> 

& deinde producta ex omnibus fa&is diverfis m - 1 Fa&orum , vel ra¬ 

dicum , in fingulas radices, qux ab iis abfunt i id eft fa&um ex r/j radici¬ 
bus, qui w..ies repetetur (N w . 2 p. Coramcnt. ad Cap. II. pag. 17 .) id ed 

97 Jf. 

63 . Dixi tertio primam partem ipfius pB efle quantitatem A j quod con* 
flat: eft enim 

B ^ et 4-3 4— y 4- i 4- ecc. 


Hxc quantitas multiplicari debet per 
p zz #4-3+">'4-cf'b- &c. 
conficietur ergo 

* 4 -* (3 7 4 - ^ •+* &C) 4- ,6 4-3 4- y 4-^4* & C ) 4 —y 4— 

f 
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71 


>' ' (*4- 0-H <M- &c)H- J m +. $ m 


Quare patet propofitum. 

64 . Nunc autem, fi cfl: m , (exponens poteftatum e radicibus,) squalis 
babTbTt^ries fl U tCrmim K<lualionis '’> eundem terminorum numerum 


Bi Ci D; E; Fj 

V> g> r; Ji 


O 5 p j m 

y> & ■> f 


eritque f ultimus aequationis terminus. 

6 f. Si w eft minor quam », feries prior habebit minorem terminorum 
numerum, quam poftenor-, cadet m fupra aliquem coefficientem squa- 
tioms, qui ultimum procedit , & ibi abrumpetur feries produ&orum qiuc 
^ cx» gr. ^ •* 


/>B } qC-, rDj *E S /F .... »,a. 

Hin . c onuntur peculiaria Newtoni theoremata* in quibus nos ro- 
“eut'“ S ^ C &C ' P*° ^ulculis .ah; t &c, fui- 

Sit enim m :=i 2 j erit 
Summa 1. Pot. pA — zq ~ B 
Si m ^ 3 , erit 

Summa 3. Pot. pB q A + 3 r ~ C 

Pariter ponendo pro m ordine numeros 4 * pj 6 j & c . erit 

S. 4. Pot. pC - qB -f- rA -45 ~ /) 

S. f. Pot. pD - qC -f- rB - sA -+- c/ ~ E 

S. 6 . Pot. pE - qD + rC - sB -+- tA _6« - E 

Et fic femper. 

^ 4 ."^ 

pB qC +rD sE -f -tF .... -i- f Af 

-&&S3&SZ&& BdSJafefSf.rs!^ 


p! c \ Di Ei F; P> »>, 0-, 0 i o-, o-, $CC. 
q * r * * > * » b\ c*, d y &c. 

K 1 


unde 


7<J 


COMMENTJRIUS 

unde conflabitur feries compofita 

pB} qC 5 rDi jEj /F .... pu-, was o; oj o &c. 

Sc pofl ma abrumpetur. At pro N°. 67. feries erunt 

Ai Bj Ci Ei Fi .... Mi Ni O .... p} m 
P i r-, s-, t i .... f 5 o i O},.,. 0} o. 

unde orietur feries compofita 

pB i qC i rD i jEi /F .... fM j oj o &c 

& ea pofl fM abrumpetur i nullus ergo hujus terminus erit multiplicatus 
per w, quandoquidem m cadit fupra o, 6 c m . o =3 o. Sed ultimum coro- 
pofitae terminum fM non ducenuum effe in m alio pa£to demonflrari poteft. 

6 p. Eft enim f fa£tum unicum ex omnibus aquationis radicibus a/ 3 ^e£<Scc> 
quod du&um in M, ex notatione N'. f 6 ., dabit 

1 ^ ^ .-*-r . Ctyjxg &c. -+- y n " + " 1 . &c. -+- &c. 

hujus autem fummae quaevis incomplexa pars diverfa efl ab aliis, & deflrurt 
rcfpondentem incomplexam partem praecedentis. Nulla ergo efl: pars re¬ 
petita} quae repetitio inveniebatur in hypothefi N'. < 5 f} ut patet ex N° 64. 
Demonflratio ibi allata transferri nequit ad hypothefim quam nunc prae ma¬ 
nibus habemus, quia nunc efl p factum ex omnibus radicibus, Sc in N*.<>4. 
habebamus fummam fadtorum ex omnibus radicibus, una demta. 

70. Nunc dico feries allatas N. 66 . ita cum Newtonianis concidere, ut 
prima , tertia, quinta, &c. etiam.lignis conveniant} fecunda, quarta, fex- 
ta &c, habeant figna contraria. Nos enim fumimus p zz A cum figno 
quod habet in aequatione, NEWTONUS flgnum mutat} ille igitur ha¬ 
bet +7 p , & p A, quando nos contra .p p , & p- A. Sed p p . p A 32 
4-pA =; pp.p A, & quantitas q utrinque fumitur cum figno contra¬ 
rio. Ergo prima feries utrinque eadem efl, & etiam lignis congruit. 

Sed in fecunda, ubi ille habet PpB, nos contra habemus p pB} ille 
—• q . p" A } nos_ q p- A } ille p y } nos p - y. Ergo figna funt con¬ 

traria. Ratiocinium primae feriei fponte aptatur tertia;, quinta: &c., ra¬ 
tiocinium fecundae ultro fe accommodat quarta:, fextae &c. Nam ille ha¬ 
bet p C, & nos p. C} fed p-p . ±T C -+-pC =3 p. p. p- C} uterque 
p- B, ac- q\ ille p A & p r } nos p A } & p r} fic de reliquis. 

71. Ceterum neque imaginaria: fallunt vim theorematis. Exemplo efTe 
poteft aequatio 

x* — 8x* -4- 3ZX 4 - fox* -4- p* 1 -f- 78X -4-338 £3 o 

cujus radices funt 


cjpvr iii. n 

4 ^- 1 } 4 - 1 -} l/_t, 4 -Z 4 -jV_t, 4 - 5 -lV'-I i 4 -? 4 -iv'_, 

omnes imaginariae. In hoc exemplo, tum elevando has radices (insulas ad 
potettates, tum ex theoremate, inveniemur 

fumma i. Poteft. =5 o. fumma Poteft. — _ , 0<s 

fumma 4. Poteft. =5 _ 4 8 4 .fumma p. Poteft. — _ p 4S 

fumma ($. Poteft. =5 o. fumma 7. Poteft. =3 -4- 4 ip 4 & c . 

Hoc theorema in Addit, pag. 110. 8c fcq. invenitur alio n.a j 

t ft e™rent Celeb - BAE . RM ^ NO > cum q^oTe^nl^n^ “ 
tea inventam, communicaveram anno 1749. Item alio mftn ’ 

fuit ab illuftri Cclin MAC-LAURIN i„ejui^AWbr.w?lice e > " ftratum 
•748. cap. XII. pag. a 85 . & feq. Ufum mdet Auftor in c?nir, r ann ° 
te ’ & multiplex eft in Mathefi fublimiore. Vide (is dat- uni 
trodudhonem in analyfim infinitorum Lib. I. Cap X ’ pal izi^ k-^ 1 
7 t- Eft & alia transformatio, qua datum binomium P S ' . 8- & C<1 ' 

a n +;b l 

per multiplicationem transformatur in aliud, in quo ouanriros „ 4.,„ c 

beat exponentem », & quantitas b non multiplicata ?u per!» d h *' 

datum ^ ' ■ U ' qaXlni bln ° mii primUS termil 'us exponentem habeat 

Ut termini medii fe deftruant. 

«SSS"”’ qUOd fl muI “rlicetur datum binomium, 
7 2, Slnt duo termini continui defututi e poiynomio qu^fito 

ab* q- a z b u 

Ex horum & binomii propofiti multiplicatione oritur faftum geneiVe 

73 - Jam primus fafti terminus debet efle t". Ergo 
m -*- x - »i x ~ „ - K . &) , _ Q 

St*are primus multiplicatoris terminus eft 

n—m 

a 

& factum, per fubftitutionem.. 


7* 


COMMENTARIUS 


Jl—WiJ . „*./-+-# 

a zz a o -4- a u ZZ a u 

Sed efle debet 

, n—m 7 1 m~bz , u 

a b -+- a b zi o 

quare primus horum duorum terminorum fempcr eft negativusj & fi bino- 
mium propofitum eft 

m ,1 

a -+- b 

fecundus terminus multiplicatoris, eft negativus5 at pofitivus cft fi propo¬ 
fitum binomium eft 

b m —b\ 

74. Praeterea efle debet 

n - m zl m-b z- y & l zl u unde z =3 n - zm > atque zl zl u-bl 

Et jam cft multiplicator 

n — m _ n — im ,1 n — 3 m ,-i.l 

a X- a b -b a b 
Fa&urn autem 

» n—m hl n—m ,1 , n—im ,il 

a - a ° -b a b +: a b 

7f. Ponatur nunc ultimus hujus fa&i terminus aqualis primo termino fa&i 
generalis> quia hi termini le deftruere debent, erit 

+7 a b 'zl -b a b 

ftatimque recurret Qbfervatio N'. 73* pro figno quarti termini multiplica¬ 
toris. Erit praiterea 

n - zm zl m-bx j hinc x zl n -3wj atque7 zl z/, ac /~by zz 3/ 

& fubftituendo, fa&um evadet 
n n—m tl n—m L l n—im.zl rt~-\m .zl , n — 

a — a b -b a b — a b -b a b ir ^ 0 -+- 

m-bz ,h , z,l-bu 

a b ir a b 
ubi debet efle 

n — 3 m ss nub '4 * ac z, zl n -—Sc u zl 3/, ac J-bU zl 4/ 

7 6 - 


' A'D C A P UT LIL 75 > 

76. Hinc invenitur multiplicator 

n—m n — z m A n — 7tn.il _ n — 4m.1l 

a 4- a b - 4 - a s b +1 a * b 5 

77. Itaque manifcfta eft lex progreffionis. Eadem autem progreflio in¬ 
venietur fubft i tuendo in fa&o generale, ut jam fecimus. 

78. Ultimus autem produdH terminus efle debet liber a poteftatibus ip- 
fius a. Hic ultimus produdti terminus oritur ab ultimo termino multipli¬ 
catoris du&o in ultimum terminum propofiti binomii. Si ergo ultimus 
multiplicatoris terminus fit ejus terminus p.. mus. Erit ergo ex lege pro- 
greffionis, & ex obfervatis, exponens ipfius a in ultimo fa&i termino 


- pm 


Oj unde p — — z> 
m 


eft autem z exponens ipfius a in ultimo termino fa&i generalis. 

no 7 eft Item CX iCSe pr ° grcfflo, ‘ is » ex P onens ipGus b in ultimo fa&i termi- 

(P -1 ) 1 ~ -+-»> hinc « — pl es ~ 

m 

EU autem iterum / +«exponens ipfius b in ultimo termino fafti genera- 
1* “ exponens ejufdem b in ultimo termino multiplicatoris. S 
o°. bed , a binomium propofitum eft 

m jl 

a -4- b 

qUartUS ’ feXtU! ’ & ^ r-es funt 
dem p!™ 80 multi P licatoris ultimus negativus fi cadit in fe- 

vef fi Cadat “ fcdem *«¥«-. 


femper ultimus multiplicatoris terminus erit pofitivus. 

8 V ^ u .jus transformationis ufus duplex eft Vt „ •, , , . 

nomio irrationali inveni*»;* ? Clt - ^t pnmo quidem dato bi- 

«-ium a? fi w * 

t enim dati binomii irrattonalis exponentes dati», &/, & quxratur 

ponente 5 "T"" imeger Ut flt l dati erunt ex¬ 

ponentes polynomii quseliti. 


Sit 


COMMENTARIUS 


80 

Sit binomium datum Va - ib. Hic eft 

m —. ~ i l ~ — } atque ideo — s — , ac » :=J 2 

i 3 ^ m 3 * 

Quapropter 

i f , r 

n—m £3 3 — 7 — — i» — 2«? 33 3 — 1 s 2 j » — 3» j=; 2_^ 4. 

z * 22 

W-4W s }-i =S 1 j »-jw =3 ,_I - I i »_<s» — }_}-o 

fepofito ultimo exponente, manent quinque exponentes ipfius a j quinque 
igitur inveniendi funt exponentes ipfius b 3 quod facile fit. Eli enim 



Quare polynomium quasfitum eft 

X i J i L i 1 

^ i -f* + ^ 3 -t- 2 3 3 3 

& binomium produ&um eft 
a J — K 


Quando eft w r: /3 utique eft :={ 1 ;=* #. 

m 

84. Hinc fraftiones furdis implicatas ftepe raducuntur ad fimpliciorem ex- 
premonem, querendo polynomium quod, multiplicatum per fra&ionis de- 
nominatorem lurdum, det fidum rationale, & per idem polynomium mul¬ 
tiplicando etiam numeratorem. Sic invenietur 

v '3 _ . 

Nam binomium transformandum eft Vf— ^3. Quare 
w ~ 7 es /5 & « =3 1. Ideo #-w s 1 —- ^ ~ j n—zm zz o 



JD c A P V r III. 


* ^ ^ * 2/ ^ ii atque multiplicator quasfitus V/ -t- V3. 
Eft autem 

(Vf~V3) (/f-f-Vj) s r+Vif-VI5--3 - Z 
& numerator multiplicatus 

(Vf-t-v'}) (v^-^3) ^ 5* .+.2^15* -4-.$ ^ 8h- 2Vif 

8j\ Alter ufus eft hic. Dato fa&o 


nl 

a 1 +7 b~m 

& Fa&orum uno 


'±b l 


U 


invenire alterum Fa&orem 
* H -~ m *- Xm b l a *-*”? 1 ^ a n -^ ^ &c 
vitati, divifionis ambagibus. Exempla defumemus e poteftatibus unitati* 


nume,us 0 “, X '&"x ,*I * f ft °- Co " ft « efle * a t, fi r £ 
in ptima hypoth.fi, *7* t In altera? Sa^Sa 

quibus conflatur aequatio * — 1 ^ 0 . Eft ergo * 


A - b^n n: X —. 1 , 6 c a” +7 ^ -c; * 4- , 

Quare 

^ ^ I j / SO j 
Igitur alter Factor eft 




Ubi ultimus terminus erit x~ r — v » _ 

Sit ^ *-h I 

?5 r«« 8 J i h ^ u « W 77.^7^ 1 ‘$ h cd bebit 0mnes terminos P°Ctivos {N*. 

L K* 


J?2 


COMMENTARIUS 


i i 

x* x -4- i =! o dat x zz - - ir -< — i 

z i ? 

Igitur radix cubica unitatis' eft triplex, una realis, & dux imaginari#) 

nempe 



Sit r zZ Fattor erit x J -4- x 1 .+. x -+- 1 :=! o quando alter eft x-1 i 

Quando vero is eft x -4- 1, habetur Fa&or x 3 -x’-+-x—1 tz o (N°. 3 o). 

Sed prior divifa per x-+- 1 * vel pofterior divifa per x — 1, dant x l *vi o, 

atque ideo x zz +7 V-1 5 & quarta unitatis potellas quatuor habet rar 

dices, duas reales, & duas imaginarius . 

-4- 1 * -1 * ■+• v'-1 5 -V-1 

Sit r zz f* Fadtor unus erit x-1 33 o, alter autem 

X* -4- X 3 + \- l 4-X+ | ^ O 

Sit r =3 rf. Fa&or x--1 =5 o, dat alterum 

x' * 4 -i-x } -t- x*-+-x-+- 1 s o 
& Fadtor x -+- 1 zz 0, dat 
‘x 5 -X*-fX 3 -x 1 -f. 1 zz o 


fed tum prima divifa per x -+-1 1=303 tum fecunda divifa per x -1, dant j 

x 4 -4- x' -4- 1 33 03 vel x zz ±r --i +7 ~ V-*) 

V X 1 : j 

Habet ergo fexta unitatis poteftas fex radices, duas rcalcs, &: quiiuor irma*v 
ginarias 

•*->» -«»-*-*(-■ih -V(-i + 

- ^- 3 )- 

87. Et fic de reliquis exemplis. Conftat autem in genere, quando r etf 

r 

numerus impar, quotum —~ ^ dividi non pofle nec per x-+-i, nec pe f 

X — I * Nam, praeter obfervata N°. 8tf., quotum illud habebit terminos 
numero r, impari, & fi dividi poftet per binomium, quotum hinc orturi 

habere deberet terminorthn numerum ~ . (N°. 149. Nota ad Sed. I. Cap* 

VI. Tom. I. pag. 42.) Hoc autem eft abfurdum, 

C A- 


CAPUT IV. 


e Limitibus Aquationum, 

L T? 1 u inC 1 < r olli S untur Limites inter quos confiftcnt radices aquationis 
JL/ ubi nuha earum impoffibilis eft. Nam cum radicum omnium qua¬ 
drata lint affirmativa, quadratorum fumma affirmativa erit, ideoque qua¬ 
drato maximae radicis major. Et eodem argumento, fumma quadrato-qua- 
aratorum radicum omnium major erit quam quadrato-quadratum radicis ma¬ 
ximae, & fumma cubo-cuborum major quam cubo-cubus radicis maxima: 

'uamobrem fi limitem de fideres quem radices nulla tranfgrediuntur , quare funi- 
mam quadratorum radicum & extrahe ejus radicem quadraticam. Hac enim radix 
major erit quam radix maxima aquationis • 

II. Sed ad radicem maximam propius accedes fi quieras fummam auadr* 
to-quadratorum fc? extrahas ejus radicem quadrato-quadrat icam , fc? adhuc m^sis 
'LfmZm/ Umrnam Cubo ’ cub6rum & e * trahas V us radic ™ cubo-cubicam : Et ita in 

Sic in aequatione praecedente radix quadratica fumma: quadratdrum ra¬ 
dicum, fcu /39, e ft 6 S q U am proxime, & 6~ magis diftat a * llihilo 
quam ulla radicum ., i, 3, _ r . At radix quadrato-quadratica fumma: 
quadrato-quadratorum radicum, nempe ^713 qua: eft jL circiter, pro- 

^ >r fi S r aC c- C ^ t ac * rac ^ cem a uibilo remotiffimam_r. 

III. Si inter fummam quadratorum & fummam quadrato-quadrarornm 
dicum inveniatur media proportionalis, erit ea paulo maior mll r 
cuborum radicum fub fignis affirmativis connexorum. Et inde huiuT^T 
dia: proportionalis 6 c fummae cuborum fub propriis ficnis ur mi, J ; ! 

erit ma j°rq ua m fumma cuborum radicum’ affirmativa 0 ^ 11 " 
iv”^f e ; e j ia ma -! 0r ^ U “ m fu T a Cuborum radicum negativarum rU “’ 
7 a $ rn ‘“‘ varmt »» raJixcubic» 

femidiferentia. ’ ^ maxima raduum negativarum minor quam radix cubica illius 

torum radicum'io* <P r 5 ccdente > media proportionalis inter fummam quadra- 
Summa ^ 

«•fumma eft 3 p_, f emidi ff cr entia Prioris radtx cubica, qu* eft 

3 t «rciter, major eft quaraWima radteum affirmativarum 3. Pofterio- 
ris radix cub* i 

^ a ,quae eft proxime, tranfeendit radicem negativam—f- 
L i Quo 


84 


DE LIMITIBUS 


Qao exemplo videre eft quam prope ad radicem hac methodo acceditur, ubi 
unica tantum radix negativa eft, vel unica affirmativa. 

y . Et tamen propius adhuc acceleretur , fi,imer fummam quadratorum ra¬ 
dicum «fummam cubo-cuborum, media proportionalis inveniretur s atque ex 
hujus & fumma: quadrato-cuborum radicum femifumma & femidifferentia' 
radices quadrato cubica: extraherentur. Nam radix quadrato-cubica femi- 
lummae tranfeenderet maximam radicem affirmativam, & radix quadrato- 
cubica femidifterentu maximam fcu extimam negativam, fed cxceflu mul¬ 
to minore quam ante. Cum igitur radix quilibet, augendo Vel diminuen- 
do radices omnes, neri poffit minima, dein minima in maximam converti, 

. poitea omnes,praeter maximam , fieri negativse, confiat quomodo radix 
imperata quam proxime poteft obtineri. 

VI. Si radices omnes, prater duas , negativa funt , poffunt illa dua fimul hoc 
modo erut. J + 

Inventa,juxta methodum procedentem, fumma cuborum duarum illarum 
radicum, ut 5 c iumma quadrato-cuborum & fumma quadrato-quadrato-cu¬ 
borum radicum omnium j inter pofteriores duas fummas quarre mediam pro¬ 
portionalem, & ea erit differentia inter fummam cubo-cubofum radicum 
affirmativarum, & fummam cubo-cuborum radicum negativarum, quam 
proxime 5 adeoque hujus mediae proportionalis & fumma: cubo-cuborum 
radicum omnium femifumma erit fumma cuborum radicum affirmativarum, 
oc lemidirrercntia erit fumma cubo-cuborum radicum negativarum. Ha- 
bita igitur tum iumma cuborum, tum fumma cubo-cuborum radicum dua¬ 
rum affirmativarum, de duplo fummas pofierioris aufer quadratum fumma; 
prioris, & reliqui radix quadratica erit differentia cuborum duarum radi¬ 
cum. Habita vero tum fumma tum differentia cuborum habentur cubi 
ipfi. Extrahe eorum radices cubicas & habebuntur aquationis radices 
dux affirmativa quam proxime. Et fi in altidribus poteftatibus opus con- 
fimile inftitueretur, magis sdhuc accedereiur ad radices. Sed hx limita¬ 
tiones ob difficilem calculum minus ufui funt, & ad aquationes tantum fc 
extendunt, quas nufias habent radices imaginarias. Quapropter limites alia 

«tTndat nVCmre Jam d0CCb0, ^ & fadli ° r GC & ad ° n neS *V iationcs {e 


. VI L Multiplicetur «quatiovi terminus unufquifque per numerum dirnenfionum 
ejus , dividatur faVum per radicem aequationis. Dein rur/us multiplicetur unufr 
qui [que terminorum prodeuntium per numerum unitate minorem quam prius & fa m 
aum di ™Wur per radicem aquationis. Et fic pergatur femper multiplicando per. 
numeros unitate minores quam prius , fattum dividendo per radicem , donec tan¬ 
dem termini omnes defruantur , quorum figna diverfa funt a fi e no primi fieu ah 
Ujfimi termini ,prater ultimum. Et numerus ille erit omni affirmativa radice major, 
qut in terminis prodeuntibus feriptus pro radice , efficit eorum, qui fingulis vicibus per 

7^^X&^ Ur,aSSre& ‘ UUm WW***’ campum^ 

Ut fi proponatur xquatio 


** - ZX* 


iqx* «f- yoxx-t- . 120 :zj o. 


Han* 


jEQUJTIONUM. 8 r 

Hanc primum fic multiplico 

T 4 3 z i o 

* s - 2*4 -io* j -+-3ox*-+-6$x -no. 

Dcin terminos prodeuntes, divifos per *, rurfum multiplico fic 

4 X 2 1 o 

pe*-8* 3 -30 **h- 60*^63, 

& terminos prodeuntes rurfum dividendo per x, prodeunt 
io* 3 -24XX— 6 ox -f- 60, 

quos minuendi gratia divido per maximum diviforem 4 fiunt 
fxK — 6 Xx -iy.v -4- iy. 

Hi mdem multiplicati per progreffionem 5. 1.1 .0, & divifi per x,fiunt 

tpxx-iu-jp, 

& rurfum divifi per 3 fiunt 


?* h:l ““ ,t ! pIic ? ti per P r og r «ffi°nem i. i. o, & divifi per ix fiunt 'fx—t. 
jam,cum terminus aquationis altiflimus x 5 affirmativus fit r tento quinam 

Er q ;?demVe P n“ando h , 1S *’ ~ omnia affi™ativ\ eT 

m quidem tentando 1 fit fx - z - 3 affirmativum} fed fxx _ a.v _c 

fit 4 negativum. Quare limes erit major quam 1. Tento iraque nL’ 
evadunt* iqUem raa J oretn > r uta *• Et in ‘Egulis fubftituendo i %<>.*, 


r* —1 =3 8 

yxx - 4 X _— y —"7 

yx } - 6xx 1 yx 1 p — x 

y *4 -8x J - $ oxx +-6 ox -+-63 — 79 

* -—io* J -4-30XX4-63X-110—45. 


numerus i maior Quam ! 8 \ 7 ' *' 465 fint . omncs affirmativi > «it 

tem negativarum L' a ° ,cum .affirmativarum maxima. Similiter fi limi- 
quod nfrinrlp 11CUI ? invenire ve ^ cm ? tento numeros negativos. Vel, 
^uut^s autem ^ermTn 0 fi S na 1 tcrminoru ” Sternorum & tento affirmativos. 
* f ubaituendTCt 7 fient m alternomm fi S nis .^ntitates, in quibus nurne- 


t6 DE LIMITIBUS JEQUATIONVM. 


I f * - Tf 

%oxx - 60x -4-6$ 

io# 3 - 30XX-+- 63^-4- 120. 

Ex his Teligo quantitatem aliquam, ubi termini negativi maxime praevale¬ 
re videntur* puta r#' , -+- 8* 3 - 30.VX-tfox-+-63, & hic Tubftituendo 

pro x numeros 1 & 2 prodeunt numeri negativi —- 14 8t-33. Unde 

limes erit major quam-z. Subftituendo autem numerum 3 prodit nu¬ 

merus affirmativus 234. Et fimiliter in ceteris quantitatibus Tubftituendo 
numerum 3 pro x, prodit femper numerus affirmativus. Id quod ex in- 
fpe&ione folu colligere licet. Quare numerus-3 transcendit omnes ra¬ 
dices negativas. Atque ita habentur limites, z &-3, inter quos radices 

omnes confidunt. 

VIII. Horum vero limitum inventio ufui eft tum in redu£tione aequa¬ 
tionum per radices rationales, tum in extraftione radicum Turdarum eX 
ipfis* ne forte radicem extra hos limites aliquando quxramus. Sic in 
asquatione noviffima fi radices rationales, fiquas forte habeat, invenire vel¬ 
lem * ex fuperioribus certum eft has non alias efle pofle quam divifores 
ultimi termini aequationis , qui hic eft 1 zo. Proin tentando omnes ejus 
divifores,fi nullus earum feriptus in aequatione pro radice x, efficeret omnes 
terminos evanefeere* certum eft aquationem non admittere radicem nifi | 
quae fit Turda. At ultimi termini izo, divifores permulti Tunt, nimirum 

1.-1. z.-z. 3.-3.4. -4. f.-f. < 5 . — 6 8.- 8.10 -10. 

12. —— 12. if-if. 20.-20. 24.-24. 30.-30.40. — 40. 60 — 60. 

120. &-110. Et hos omnes diviTores tentare, taedio eflet. Cognito 

autem quod radices inter limites z 6c —3 conliftunt, liberamur a tanto 
labore. Jam enim non opus erit diviTores tentare-nifi qui Tunt inter hos 

limites, nimirum diviTores 1, -z, £c 2. Nam fi horum nullus radix eft* 

certum eft aquationem non habere radicem nifi qua; fit Turda. 


f* 4-z 

fxx -i- 4V - 

fx * -f -6xx - 

-+-8.U- 

X -t- ix l - 
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A D 

G A P U T I v. 


i . Omnis quantitas, infra quam continentur radices xquationis, dicitur 
Umes aquationis. Igitur 

2.. Quantitas, qux fuperat maximam aequationis radicem, eft xquatio- 
nis limes, Sc vocabitur limes maximus. m 

L Qflantitas, quam fuperat minima radix xquationis, eft pariter eius 
limes, Sc dicetur limes minimus. J 

Radices hic intelligo ptfitims. Pro negativis fufficit mutare negativas in 
pofitivas, & contra, ut tradidit Audor N*. I. Cap. 111. pag . 4P . huius 
Sc nos demonftravimus N-f.8... 15. pag. 5-8...60. hujus. & ^ J * 

4. Dux quantitates, quarum altera major eft, altera vero minor quam 
eadem radix xquationis, dicuntur limites radicum j & quidem limes ma : or 
quantitas radice major, limes minor quantitas radice minor. 

5-. Limites tum xquationis (N°. 1.) tum radicum (N°. 4.) co meliores 
funt, quo propius accedunt ad radicem quam limitant. 

AuQror variis modis determinat limitem maximum a N°. I. ad totum 
VI. hujus j deinde per reliquum Caput hoc quxrit limites tum maximum 
tum minimum. Hasc explicabimus ac demonftrabimus, Sc nonnulla ad¬ 
demus. 

< 5 . Seu radices fint pofitivas, fcu negativa:, illarum poteftntes pares funt 
pofitivx. Harum poteftatum fumma fuperat eandem poteftatcm maximse 
radicis. Ergo radix hujus fummx, denominata ab exponente poteftatum 
fuperat maximam radicem, Sc eft xquationis limes maximus. (N°. 1). Sic 

ir &c. 

eveax ad poteftatem , cujus exponens eft par zn , Sc in unam fummatn 
colleccx, eam dant pofttivam , nempe 

zn Q i n zn .zn zn . _ 

■+-* 4-/3 4 - y 4- <1 £ - 4 -Scc. 


7. Hxc fumma fuperat ipfam x , etiamfi fit * radicum longe maxima. 

quod y*A cft , m ^ 0r qual ? , radix maxima atque ideo 1™« maximus s 

P»tcftJ a | d,t ^ l ' a ° r N "‘ hujUi » P ro <l u aaratis, & N 3 . 11. pro paribus 

F itaubus ahiorum graduum. 1 


S 


»s 


COMMENTARIUS 

8. Quod autem obfervat noder in hujus Capitis initio, limites maximos 
hoc pacto determinatos locum habere quando radices omnes funt reales, 
non vero quando aliquse funt imaginariae , facile condat. Nulla enim, ne¬ 
que per approximationem, haberi poted radix quantitatis imaginariae 5 fed, 
faltem verae proxima radix obtinetur quantitatis furdae realis. Hic autem 
limites determinantur in numeris rationalibus. 

Sed neque in furdis determinari poliunt pro imaginariis. Sit enim Fadtor, 

a-\-a>y/ -i — o> alter aderit x +T 4 — xV - ^ o (Comm. ad 

Cap. II. N°. 4f. pag. 19. hujus.). Ed autem ex formula binomiali 

-f- a V—ij zz a -t-ina * v —1— - a * — --—— 

i 2 -3 

J*-* . «3 V'- t - % 

2 . 3.4 

—&c, 

* • 3 -4 • J 

Sed 


r /7 ^ v/ ** , A i«—1 # 2» . 2» — i i»—t , 

[a —1) 53 <1 — 2^4 v—1 —.- a * x - 


2 t L.}*- l : ln ~ z a ^~3 1 n- - 3 " -aii-4 4 

2 ‘3 2 • 3 • 4 

~ 1 -*» - *• *»- S ** ^ ! &c . 

Erit harum fumma 


i?-- 2 *- J 3 4 **-4 . 

3.4 KC ‘ 

atque huic omnino fimilis erit Tumma potedatum c reliquis Fa&oribu* 
imaginariis. Sit ergo fumma tota S L, ut N J . 6. hujus. Hxc aut erit 
pofitiva, aut negativa. 

9 - Si ed pofitiva, ejus radix m..wa, extra&a in numeris proximis, 
etiamfi forte accedat ad maximam radicis partem rationalem a , non indi¬ 
cabit partem imaginariam *y/ _1. 

10. Si vero ed negativa, ejus radix par ed imaginaria , & quamvis ferte 
accedat ad partem imaginariam, nihil docebit de parte reali. 

Sit, 


AD C APVf ir. 8 , 

Sitj cx. gr., aequatio quatuor dimenfionum 

* 4 — r 4* 3 ■+* 83X 1 -214* •+• ifz ~ o 

orta e Fa&oribus imaginariis 
X 1-W—5 - o * — 1 — V —5 -0 

* — — 11 = ° *— r —v'— lr = o 

H*c dat fummam quadratorum e radicibus omnibus ss 50, cujus nu¬ 
men quadrata radix eft major quam p~ & minor quam p Utraque fu- 

PC s“' mam partCm rca ' em T» fed non indicat partem imaginariam 
Summa quartarum poteftatum eft negativa = _ ,902.; fujus quarta 

radix eft < 5 - circiter, qui numerus non accedit ad partem realem. Ejuf- 

dem numeri funt Faftores 2.3 . 3,7. Si ponas_ , SO t -p r ,_ 2 

erit radix quarta fere f — V z. Si S < 5 3 4 -5, radix quarta’ circi’ 

ter pV_ 3 j & nunquam accedes ad radicum partem imaginariam. 

Si vero foret aequatio 

— '4** ■+■ rr*‘ — 66x+. i 4 =) o 

orta c Fa&oribos rcalibus 

* — - o *—i—V3 

* -r -4- VI I =3 0 X -p_ yf [ ,_ 

Summa quadratorum e radicibus omnibus eflet 8<!, cujus radix quadrata 

paulo min or eft quam pS, quae major eft quam p-t- Vti, cum v'n fit 

minor quam 4. Sed fumma quartarum poteftatum eft 498«, cuius radix 
quarta rrt- c 44 f J 

8 1024» circitcr » P ro P ms accedens ad v^ii. 

rlx s fuiwIIa^Sirm^ C ^ ^ CF1 */*°^ C ut ’. c l uando adfunt radices imagina- 
Quia /r - a P oteltatum panum fit negativa, quod patet cx N° o h„n,* 
m ^««‘tates negativ* pofiunt fuperare pofitivas) & exemplo difpicitur 
r *fie« imaginas ^ P° te fi a, “ m P“'ium fit negativa, «quatio halet 

Sint fu m U m ^ ^^Pyup°fitio N<. II. hujus, quae huc recidit: 

Tm. it P otc ftatum e radicibus pofitive fumptaium 

M L ss 


o 


po COMMENTARIUS 

L =3 ,* + P* + ? , +f + .* + &c.' 

P S3 + y 1 ^* 4 - .+. T* n -4- &C. 


Dico cfle L m majorem quam 'P rhH ~ n . 

Ponantur enim radices ordine decrefcere, ita ut fit * maxima omnium» 
£ maxima reliquarum, 6c fic dc ceteris. 


Eft tam L m quam major quam #, (N° f 7. hujus pag. 87.)* Sit ergo 

I T 

L» a * + x Sc P*-*"» ^ *-+-/ 

Hinc, evehendo ad poteftates refpondentes, 

T m m —1 rn.rn —1 m —% w. m — i.w — 2 m — 3 , « ^ 

L * - 4 - W* Af H--« -- <» X 1 -h CCC. 

2 2.3 

w m % m m 0 

ac -4-/3 -h }" -4- e -+-£ -4- OCC. 

vel, demendo hinc inde & refiduum ducendo in et”, 

1 m.m-i m+n—i ’ — — 2 w-4-#—3 , 

WJ* X+ -- * -a x’ -+- OCC. ^ 

2 2.3 

Pariter, erit 

rr.->t-n —r m ■+■ n .m n — 1 w-4 -»—1 » 


P J rn-T-rt t * Ti.-y-u —i 

^ * -t-fffc-f. »; * ^ -4- 


,rn^-n — z w-4-»—3 , . 

-.- * yJ- 4 - ccc. m 

M 

w-4-» „;»•+■* w-4-» .m-4-» W-4-» - 

* -4-/3 -4- y -4- -+• t -4- CCC. 




Quare, auferendo utrinque 


m-^rn 


manebit 
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/*w —T W -+- # . 772 -4- 7? l rw-4-n—i 

[tn^~n)<» y .4»---*— x y' - f. 

m-^n .m + n — 1 .«*-+-»_ 2 ^ , 

-—-* y’ -+- &c. 

n m ~+~ n m-+-n w-f-rt w-f-» 

« P -+- ^ -4-s -4-&C. 

14. Eft autem 

«V ad ut «* ad & «V a d /**■* ut «* ad y , 

& fic de reliquis j 

atqui * major eft quam /3 j quam y 5 quam quoniam # major eft 
quam ungula: reliques. Ergo 

•V* >■" ■+■ r - 4 - t ro 4. &c.) major eft quam p’” - *'".*. y’”' 1 '”-*- JT^+Scc. 


w" + *- , * + ?^=I r +„_ 3 

major eft quam 

(«+») y + r + 


I — 1 W -+..—3 , 

---» y ? H- 8cc. 

>x- Sed in lingulis terminis refpondentibus funt arquales 

m+n-l »(-M . »!^-3 . »-M- 4 «. 

* > * j # ? oc j KC. 

coeffi cientes vero prima: quantitatis 

tn.m — i m. m-Ji.m—i mm~\ m—i. m 2 0 
w, - -> -- i-—-- &c. 

1 2 -3 1 - 3-4 

ordine minores funt quam coefticientcs fecundae 


M 1 



pi COMMENTARIUS 

m-\-n —i m-^-n .m^n—\ . m -\-n — z 

M+»i -— - - m4 i --—- - -i &c. 

Quare eft x major quam yj nam fi effct x zz y * atque ideo poteftates 
ipfius x sequales refpondentibus poteftatibus ipfiusy, (& fortius fi x eflet 
minor quam ^),finguli termini fumma: prioris efleiK minores quam finguli 
termini refpondentes fummae pofterioris, & fumma prima minor quam fe¬ 
cunda, quod eft qontra N* m 14. hujus. 

16. H xc vera eilent fi prior fumma tot haberet terminos, quot fecunda. 
Sed prior habet terminorum numerum m -+- 1 , minorem quam rn-^n-^ 1, 
qui eft numerus terminorum fecunda: > & tamen prior fumma eft major 
quam fecunda. Ergo fortius x major eft quam y. 

r 

17. Cum igitur ad obtinendum L m , ipfi « addita fint major quantitas x, 

r 

& ad obtinendum P'*' 4 "*, eidem a addita fit minor quantitas y , patet pro* 

pofitum. 

18. Quando m & funt numeri pares, pofitivse funt poteftates ra¬ 

dicum tum pofitivarum tum negativarum, & contra. Ergo hoc pafto ob¬ 
tinetur limes maximus quantitatis, non qualitatis , vel radix, cujus habetur 
limes , e fle poteft tum negativa, tum pofitiva. 

ip. In genere, fa&um LP eft dimenfionum numero iw-4Sit n, 
numerus par zr , fumma potcftatum w-H r e radicibus, fit N, vel po*- 
natur 

T _ m-\~r m-\~r ra-4-r , » 

N:=s« -+- /3 - 4 - y -+- i -4-s -+- ccc. 

Dico fa&um LP & quadratum NN tiabere communes poteftates 
e fingulis radicibus i has efle pofitivas , feu radices omnes fint pofitivae, feu 
omnes negativa:, feu tandem aliquae fint pofitiva: aliquae negativae, nem¬ 
pe femper tum in LP, tum in NN , efle 

zn.+ir r iv;-4-2.r im-Kzr .zm-i-ir m-blr » 

et -4-/5 -4- y -4- & -4-« -4- KC. 

Sed m fa&o LP efle fa&a e duabus litteris diverfis, quot efle poflunti brec 
ita jungi pofle bina, ut Fa<ftor qui in uno termino iimpiici habet expo¬ 
nentem «, in altero habeat exponentem m+~ ideft efle 

.T +1, +/ + Yi & c . 
^*+‘' +l f+Y. s v +lr + 

&c. 

At in NN, pro his fummis duorum fa&orum, efle totidem facta dupla 
e duabus litteris diverfis eodem exponente m +-r proditis, vel 

ZM 
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tK-)-r n m-hr _ m-t-r m-\-r m-+-r .m-hr „ 

1» fi J2* y ,1* J &C. 

~ttj«4-r w-t-r f73-+-r .w-hr .«+r tfJ-4-r 0 

2/3. * i 2/3 tT i 2/3 i i &C. 

&C. 

Singula bina fa&a ex LP habere eadem figna ac dupla fa&a refpondentia 
ex N, fi eaedem litteras ponantur prasditas iifdem fignis in L* N P* 8c 
fingulas priores fummas duorum fa&orum efle majores quam dupla fa&a- 
reipondentia pofteriora} vel efle 

m-k-zr n m . m-hrm-+~r -i 

x fi 4- » fi majorem quam i» fi \ 

m m-4-ir m-+-ir m m-hr rn-\~r 

u.y, 4- x y majorem quam i.» y 

Q m ffi-k-zr r m-\rxr m • , Q. m ~*~ r w-f-r 

fi y 4— fi y majorem quam 2/3 y 
6c c. 


20. Sit enim p radicum numerus •, erit pariter p numerus terminorum 
ffmplicium conftitucntium iummas Lj Nj P. Erunt ergo in LP fa&a 


w-4~ir 

« . x 


2tf;4-2r -.m «w+:r __ m _, \tn-\rir 0 

x i fi -fi ~fi i y y ~y *&c. 


ad numerum p. Et in NN erunt earundem litterarum exponente «4-r 
praeditarum fecundae pote flates <, 


/ 

{<* ) 


1W -+-ir , , 

* i (fi J 


—' P 3 O J ~ 


2ws-t*ir 

y j 


&C. 


pariter ad numerum p. Ergo fa&um LP, & quadratum NN communes 
habebunt terminos 


lw-4-l r iw-f-ir .iwj-4-lr « 

* ; p } y i ® i ccc. 

t _ • • r • • \ m i - w*-2r _^ , 2wH-2r 

atque hi in utroque erunt poiitivi, cum # . ZT * ^4-* £2 

t* &c. Quod erat primum. 

ii. Conflat efle in LP fadta e duabus litteris diverfis, quot clTe poflunt 


m. m-i-ir rn~\-ir , .to-4-ir ra-hzr 

* (/3 -*- > 4- +-« 

>w-f-lr . wM-ir , w-fir 

/3 (a +- y 4— <f 4— e 

w, w-f-ir , .w-Wr 

y (* 4-/3 +- <T 4-e 

.//j ^ m-\rir , fl ra-f-2r , w*4-zr m-4-zr 

«T (« 4- /3 4- y 4-6 

6 (* 4- /3 4- y d- <1 


4-- 5cc) -h- 
4- &c) 4- 
4- &c) 4— 

4- &c) 4— 

4- Scc) 4- &c. 


M 3 


Quod 
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Quod erat fecundum. 

12. Hic funt fafta incomplcxa ad numerum p.p — i, quae bina pof- 
funt additione jungi ita ut littera, quar in uno habet exponentem w, in 
altero habeat exponentem w 4— zr , hoc pa£to 

e primo fa&o complexo oT\ 3 wM_lr 4- e fecundo 

m m-4-ir , m n.-*c-rr . 

e primo a y y * e tertio 

& fic de reliquis ita ut litera » jungatur cum omnibus aliis litteris fecundum 
hanc legem. Item 

e fecundo complexo 4- e tertio 

c fecundo y n ~*~ xr 4- £”(o m ~*~~ r e quarto. 5cc. 

Atque idem conftat de omnibus aliis litteris. 

Quod erat tertium 

i$. Erunt igitur fummae binorum fa&orum hujufmodi ad numerum 

t-P— 1 

24. Sed in N^, praeter quadrata, erunt dupla fa&a e lingulis litteris 
in omnes fequentes, & lingularum litterarum exponens eft m 4- r* quem¬ 
admodum 

4- y m ^ r 4— 4- 4- &c) 4- 

zp m ^\y m ^ r 4— i^ r 4- i* 4 " 4— &C) +- 

4- 

2^ r (,^ r 4- &C) 4- &C. 

In complexis horum Fa&oribus 

|3^ r 4- y K ^ r ~ r 4— 4- &c. primi 5 

y K ~^~~ r +. +- $ m *- r 4- &c. fecundi > 

&c. 

numerus terminorum fimplicium unitate decrefcit continuo, ita ut in ul¬ 
timo 
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timo fit unus terminus fimplex, cum in primo fuerit D _r 

omnino dupla fa&a fimplicia in NN, qualia, ^ * ^ Unt CI £° 

• loi m+ ~ r y W+ * r &C. 2/S W+ " r y mJ ^ r . Z R m +- r /H-r 
&c. 7 & c> * * &c. 


numeio - , quot nempe erant fumms: duorum fa&orum in LP 

(No. 2 $. hujus). Quod erat quartum. 

2f. Pofilint ergo haec dupla fa&a fingula comparari cum totidem illic 
fummis, & quidem ita ut dus littera fint ubique eadem, hoc JSfto™ ^ 

" pmi-lr ^ m+- lr g, 

& l"^' fi m +- r 

m mjf-xr m 

cc, y 4- ce y 

& l«," + ~ r &c> 

Item 


H mi y n -m 

& lfi mJ ^ r y mJr ~' 

fi" j” 4 -* r +. j 8” r +- lr /* 

&C. 

& zfi m *- r r+- r &c. 

&c. 


in fufti?' Uand0 ' gltU1 ' CXdel “ lktaVT > cx> 8 r ’ * & habent eadem ligna 

bxc facta habebunt eadem figna } fecut vero contraria. 

17. Ponuntur autem eaedem litterae praedira: iifdem lignis inL- N- ac 

P .’ qU r lre s f ‘ ^ P ° fitiVa ’ * ^ nc S ativ a, pofitiva: erunt 

* in L & * mPjac negativae 0 *+“ r i n P * c (F in L. Ergo fafta 

4-**.— fir*- lr +- * m +‘ lr ._ a” t n • 


- /3 in LP 


fuTinr n n S r, iVa ' Idem C ° nftat de aliquis, & melius ii poteftatcs omnes 
fuerint pofitiva;, aut omne> negativte. L 

Haec autem erant quinto demonltranda. 

2 $* s-um autem fit 
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.V 4 - 1 ' id e.”"*- 1 ' 0 w+ - r ut & r id / ut cT*-" fi m+ - r ad p m ■ 

& fic de reliquis > quandoquidem in his comparationibus exponentes ejus¬ 
dem litterae 

w w-Hrj w 4 -ir 

funt femper sequidifferentes. Ergo (Eucl. prop. 2f. lib. V.) 
m 0 » 4 -«•+. ,-+•*>’ p» major eft quam 2«’”^" r I 3 " 4 "' 

& fic dc reliquis omnibus. Ergo 

2p. Quando omnes termini pofitivi funt tum in LP, tum in NN, eidem 
poteftatum fummae (N°. 20. hujus pag. 9$.) major quantitas addita eft ad 
complendum fa£bum LP, quam ad complendum NN. 

30. Tunc igitur VLP major eft quam N. Et quando m ac m+-zr 
funt numeri pares, eft v'LP major quam fumma poteftatum m-\-r e radi¬ 
cibus pofitive fumptarum. 

31. Sit nunc w s 2, & r S 1, erit m - 4 - r =3 3, ac w-f-2r S 4. 
Quare VLP, media -proportionalis inter fummam quadratorum , fummam qua¬ 
drato- quadratorum radicum , major erz/ fumma cuborum radicum , fignis 
affirmativis ootinexorum-y quod primo loco docet Audor N°. III. hujus ca¬ 
pitis. 

32. Si radices omnes aequationis eflent aequales, quaelibet fumma duo¬ 
rum fa&orum in LP aequalis eflet duplo fado refpondcnte in NN. Eflet 
enim tunc 

m zr m _, zw-f -ir mj-zr -m m^-ir m 

« 0 ;=! « . /1 ~ * P «« • * 

£c 

„* p’” 4 - 1 '' 4 -«’” 4 ' lr sa i/’ 4- ' p’’ 4 "' a 

& fic de reliquis. Tunc ergo VLP eflet fumma poteftatum w 4 - r c radi¬ 
cibus cum fignis fuis connexarum. Igitur, quo ^inus inter fe differunt 
aequationis radices , eo minus VLP differt a fumma poteftatum m+- r ra¬ 
dicibus cum fignis affirmativis connexarum. 

Ita, quando radices funt ij i-, y, -4, fumma cuborum fub fignis af¬ 

firmativis connexorum eft 100, & VLP eft minor quam 104 i qui duo nu¬ 
meri (quod maximum) quaternario differunt. Quando radices funt ij 23 3* 

-fi fumma cuborum cum fignis affirmativis connexorum eft 161 , 8c 

VLP major quam 167 , qui duo numeri, faltem, fenario differunt. Tan¬ 
dem quando radices funt 1 * 3 j 75 — \ i -, fumma cuborum cum fignis affirma¬ 
tivis connexorum eft 1702, 6c VLP major quam ijff j $C hi duo numeri 
differunt, faltem, fy 

' 3L 
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33. Ex co quod 

. m a »»+ir , m-+-ir a m , w-*-r n rr,~^r 

±T * P t « /3 atque ±7 * /3 

fint aequales quando a C 3 / 3 , fecus inxquales, & quidem ita ut prior 
fumma fuperct alteram , confecimus eo magis has quantitates differre , quo 
magis differunt a & 0 . Hoc etiamfi per fe conftat, tamen facile demon- 
ftratur. Eft enim 

& 

±T 2«^ 0^ « ±T ^ / 3 W . 2/ e*.' 
funt ergo hx dux quantitates in ratione Fa&orum inxqualium. 

Ponatur * zz x > ^ Erit 


if" . n ir _ .1,1 r _r 

* -4— b s x l +- atque 2* /3 ;=? 2xy. 

Sit nunc major quantitas a; en j +- a, erit 

X' 1 -4-/ ^ 2Jf l -4- 2^2 -h & 2A? S 2y l _|_ 2^2. M 

Hx dux quantitates differunt quantitate z x y 6c quo major fuerit z , eo 
major erit propofitarum differentia <»'” z?. 

34. Quando funt in xquationc radices pofitivx ac negativae, & m -4- r eft 
numerus impar, N conftat e poteftatibus pofitivis & negativis, quarum 
communis - exponens eft m +- r. Sit ergo 

• Summa potcftatum pofitivarum •=« x 

Summa poteftatum negativarum ss b 

Erit 


N 2? a — b 5 c \^LP major quam aA~b 
(N°. 30. hujus). Igitur 
3f. Addendo xqualia inxqualibus 

N -f- VTP major quam ia * 
atque ideo 

N N 
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N+-VLP 

---- major quam a. 

36. Hinc , quando m Tt 2 & r 72 1, hujus media proportionalis fumma 
cuborum fub propriis ftgnts femifumma erit major quam fumma cuborum radicum 
affirmativarum, quod fecundo loco docet nolter eodem N°. III. hujus ca¬ 
pitis. 

37. Pariter, fi in N\ $4. hujus, demantur xqualia ex inaequalibus, fiet 


\/LP-N major quam zb\ & 



major quam b. 


38. Ideo , quando m =3 z Sc r 33 1 , earundem femidiffierentia major quam 
fumma cuborum radicum negativarum , quod tertio loco afierit Au< 5 tor ibidem. 

39. Ex N’ $f. & ;8. confiat quod maxima radicum affirmativarum mi¬ 
nor efi quam radix cubica illius femifumma s & maxima radicum negativarum mi¬ 
nor quam radix cubica illius femidiffierenti* - y ut nofter N°. IV. hujus. 

40. Si, manente r zz ij ponatur, ordine, 


m zz, , m zZ 6 > m zz 8 , m 7=1 10. 8cc. 

& fit, ordine, 


Summa poteftatum pofitivarum , quintarum, feptimarum, nonarum, un¬ 
decimarum 6 cc. = a. 

• Summa potefiatum negativarum pariter quintarum, feptimarum, nona¬ 
rum , undecimarum &c. =: b. 

Erit femper ipfius a radix quinta, feptima, nona, undecima, major 
quam maxima radicum affirmativarum; & ipfius b radix eadem major quam 
maxima radicum negativarum (N c . 39. hujus). 

Sed, quo magis crefcit exponens potefiatum , e quarum fumma extrahi¬ 
tur radix denominata ab exponente potefiatum, eo minor fit radix illa 
(N°. 12. pag. 89. hujus). Ergo propius accedetur ad maximam radicum tum 
affirmativarum tum negativarum, quo major aflumetur exponens> id efi 
fequendo praeceptum Au&oris N°. V. hujus capitis. 

41. Quando una efi radix pofitiva, vel, fecundum N*'* 34. hujus, 

m->rr n VLP -f. N w+r XTo . 

a =3 * i efi -- major quam a (XS 0 . 3 f. hujus). 


& ipfius 


v^LP N 

z 


radix «H-r, major quam a. 


42. Quando autem plures funt radices affirmativae, aut 

a m^orquam/^-f-p^V&ci 

• • at- 
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■ r vXP-t- N 

atque ipfius -radii m-hr, major quam 


( m-*~ r „ NW-hr „ . • 

\* - 4-/3 4 - &c.) , quas rurfus major quam a. 

(N°. 7. pag. 87. hujus), fed multo minor quam *4-/3-4-&r nr 

eam CQrC T e h ™ omi $: /g«ur quando unabit radix poficfvaL Lagh^d 
eam acceditur hac methodo, quam quando funt plures pofitiv* 8 

Id f“ mtelhgitur de radicibus negativis»ita ut demonftratione confler 

” H *° Pr ° P1US iCCedl ^ radlcem ’ '{«“«do unica e/i radix JmhT 

£_**“* affirmata, quam quando plures funt tum negativte tum Xma- 

N' iVTuj™c£i£ aCC Ur ’ ' Xemp!0 Cfl ’ Ut ^^°rTn fine 

a ssr &^ *• 

x- * flx— » Bx~ * C«- 3 » Dx-*,... &c. = 0 , 


BB-aAC-t-iD 

: n - 5 

hujus radix quarta erit paulo minor quam maxima radix arquationis. 

. Ex. gr. fit asquatio 

* 4 — * J — ip * 1 - 4 - 4P-V — JO So 
Cujus „dic« fimt^^ 3i _ fi harum maxima eft 3. Jam BB - }6t . 


® 5 j—-j,AC-*-rD _ 31? __ 3 

4 ^ 4 ~ 4 5 CUJUS radlx Q uarta vix minor eft 

Suam 3, quandoquidem ipfius 3 quarta poteftas eft 81 

“ *•*»& 


a ' b% 5 a ' c ' > a ' d ' b l d' Scc j c l d l i c l e l &c 

N i 
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Si, ex. gr., quatuor tantum ponantur radices 
a>, b-, c-> d-y 

• ka poterunt ordinari haec quadrata 

a' +? (c‘ + d‘)- 1 -c‘d 1 

Secundo bina fa&a e quadratis lingularum in binas reliquas 

2u l bc y ia l bd-y za'cd &c; ifrad-, ib cd, &c. 

Et, manendo in hypothefi quatuor radicum, bina faCta e quadratis lin¬ 
gularum in binas reliquas, erunt 

ia 1 ( bc-\-bd-\-cd) -+- i3 l (<2c-+-ad-+-cd) - 4 - 2 c 2 [ab-t-Ad^-bd) -+- 2 d 1 (ab-+-ac-\-bc) 

Tertio bina fa&a e lingulis quaternis. Sed lingula hazc faCta e quaternis con¬ 
ficiuntur ex faCris diverfis,quae lingula habent duos FaCtores diverfos, duCtis* 
in alia fa&a diverfa,quae fingula pariter habent duos Fa&orcs diverfos. Hic 
ergo, (per N"”* 27. Comment. ad Cap. II. hujus pag. 16.,) erit p zl n ZZ l y 

6c unum idemque faftum femper repetitum invenietur zz < 5 ..ics. 


Hoc in noftra hypothefi erit 6abcd. 

46. Sed C eft fumma faCtorum e ternis radicibus, & A ell fumma lin¬ 
gularum. Quare AC complectetur, 

Prir/to quadrata fmgularum radicum dudta in binas reliquas, ut BB fe¬ 
cundo loco; fed femel fumta in AC, & bis in 2AC. 

Secundo faCta e lingulis quaternis; ut BB tertio loco. Hic autem eft 
p ~ 1 . 5c » = 3 ; quare unum idemque faCtum repetitum invenietur femper 


zZ 4-.ies in AC; & ofties in 2AC. 

2.5 

47. Igitur BB_2AC continebit exceflum omnium fa&orum e qua¬ 

dratis binarum radicum, quae nempe continet BB primo loco, fupra bis 
fammam faCtorum e quaternis; id eft , in exemplo alfumto 


a 1 ( b 1 c 2 -+. d 1 ) b l ( c z n- d 1 ) Pd 1 — zabed 


Sed haec fumma reftituitur addendo 2D, id eft in exemplo 2 abed. Igi¬ 
tur omnino eft BB—2ACH-2D fumma omnium factorum c quadratis bi¬ 
narum radicum. 

48. Atqui haec fumma continet faChim ex ‘quadrato maximae radicis in 
fummam quadratorum e reliquis; faCtuni ex quadrato fecundae radicis in 
fummam quadratorum c reliquis, 5 c lic femper; ut per fe conftat, & in 
exemplo difpicitur. 
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rot 


Dicatur haec fumma s 3, & fumma quartarum poteftatum c fingulis ra¬ 
dicibus *> 

In noftro exemplo eft 
et a 4 -+- b -h c 4 d 4 . 

Harum quartarum poteftatum, ut & radicum , numerus eft n. Ejgo (Vi¬ 
de Addit, pag. 6 i. Lcmm. IV.) 

n n n - 1 n »- I 

p minor ett quam —-— eft autem-# minor quam na* * poni¬ 

tur enim a radix maxima. Quare fortius 

3 BB-2AC-4-2D . a 

—« z=i -minor eft quam a 4 . 

n n 


49. Habetur ergo duplex limes, major per regulam NEWTONI, minor 
per regulam MAC-JLAURINI, inter quos coniiftit radix maxima. 

fo. Circa hoc theorema MAC-LAURTNI obfervandum illud exhibere 
quantitatem vera radice minorem. Quapropter perficeretur theorema, fi 
inveniretur methodus determinandi aliam quantitatem, illa majorem quam 
prasbet theorema, tamen vera radice minorem. 

fi. Sed, fi pro coefficiente tertii termini , quadrandus Tumeretur coef- 
ficicns aliquis fequens, ex. gr. C quarti termini, & adhiberentur corregio¬ 
nes neccfiariie, ut manerent fecundae poteftatcs inter fe multiplicatae, 

a*b x -4-tfV 1 [d x -+► e z -4- &c) -tr&c. -+. 

b l c 1 (f+e^ + Pd* c. 

quoniam eft a x b' minor quam a 4 , quia ponitur a radix maxima, & idem 
verum eft de ceteris, adhuc minor eflet limes fic determinatus limite 
priore. 

f2. Si vero effet sequatio trium dimenfionumi tunc D s o, £c limes 
determinaretur per 

BB — a AC 
2 • *■ 

6 

j*3. Sit nunc, ex hypothefi N/. VI. hujus, radicum fumma 
-4- <* -4- 3 — y — & — e-Scc. 

ita ut radices duae <* & 3 5 pofitiva:, reliqua» negativae. Erit fumnu 
quadratorum 

+- a 1 4- 3 1 +- y +- 4- £ l f- &c 7=; K. 

N 3 


fum- 





tot 
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. # 

fumma cuborum 

+■ +- j 3 J — — « J — &c L 

fumma quartarum poteftatum 

4 - +- 4 - 4- +- r* +- &c. T=i M 

Has autem fummae poteftatum inveniuntur per N w . w VIII. Cap. III. 
pag. ff. hujus, & per N'/ fo. &c. pag. 70. &c. hujus. Hinc v^KM pau¬ 
lo major quam cc } -f- / 3 J 4 - y } 4- i 1 4- s J -f- &c. (per 30. pag.ptf. hujus). 


atque ideo 


VKM-^L 


- - paulo major quam * 3 4-jS 3 (N 3 . 42.pag.p8. hujus), atque in¬ 
venta eft, quam proxime , fumma cuborum e duabus radicibus pofttivis. 
Pariter, erit fumma quintarum poteftatum 

-4- a* -f- /2* — y» P € 5 - &C S3 N 
fumma fex tarum 

x 6 -4- fi 6 -b y 6 J 6 -b- i 6 -4- &c O 
& fumma feptimarum 
+- -f- /37 _ y> — P — fi 7 — &C S3 P 

Quapropter v^NP non multum differet ab 

+ x‘ + £ 6 —y‘ — J 6 — i* - &C 

Quare ® parum differet ab * 6 4 - 


VNP — O 


parum differet ab — y* — i 6 — e 6 — &c. 


Nos, brevitatis gratia, ponemus sequales, negligendo differentiam. Hoc 
polito, eft 

(«> +- f 3 »)* 55 »‘+- 4 -J 8 6 a ( V RM , + ~—)* 
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VRM 4- L 

vnp-ho — (--— y ^ 

cujus radix quadratica eft *-/ 3 , differentia cuborum duarum radicum 

pofitivarum <*,&£.. 

Jam eft 

(# ! +- / 3 3 ) 4 - (* 3 — / 3 3 ; =s i* ? ; hinc invenitur « , 


(* 3 4- / 35 ) — (* 5 _/ 3 3 ) 53 2/35 j unc j e invenitur / 3 . 

JT* Conftat auttm ex N°. ia. pag. 8p. hujus, 

quod fi pro poteftatibus, quarum exponentes funt 
z > 3 > 4 > f> 7 - 

fumcrentur potcftates, quarum exponentes eflent 

4i fi 7 * £i vel <*> 7i Si io; ii &c. 

propius accederetur ad veram radicem. Hac tradit Au&or N°. VI. Hu 
jus. Nunc ad N*«* VII. 

s6. Totius rei fundamenta ja&a jam funt ab Au&ore in N°. II. Cap 
III. pag. 40. hujus, & a nobis in N» if...;2. pag. 6t...<54- hupis. Nan 
ibi oftendimus quod, fubftituendo in propofita, y 4- e pro x, fi transfor 
mata habet omnes terminos pofitivos, eft e major quam maxima radix poli- 
Uva propofitae (N°. Zf. pag. 64. hujus). Tunc enim transformata habebit 
omnes terminos pofitivos ;atque ideo radices omnes negativas (N°.z$. pag. 
M- hujus). Pofuimus autem y ■+- e 3 x; &y 53 x — e-, debet amem 
effe^ quantitas negativa; quia y exponit transformatae.radices, & illa: funt 
negativae; eft igitur x — e quantitas negativa, ac * major quam x, r id eft 
quam quaevis radix propofita:. Ut ergo inveniatur limes major quavis radice 
affirmativa , ita erit in transformata quantitas e determinanda, ut omnes in 
transformata termini fiant affirmativi ; id eft ejusdem figni cum altiffimo termino 
Aquationis (N°. VII. in fine), qui poni folet "affirmativus. 

•f7• Sed quantitas e determinanda , quovis figno poteft exponi; ergo & 
perx ; dummodo intelligamus quod haec littera, qua: in propofita exponit 
radices aequationis, in noftra hypothefi exponit quantitatem c ita determi¬ 
nandam, ut omnes termini in transformata fiant pofitivi. 

. f 8 - Atqui, hoc pofito, quod nempe x fit idem ac e in transformata 
J pfa propofita locum tenet ultimi termini in transformata ( N°. 16 pap <sV 
<52. hujus). Propofita ordinis », ut loco citato, poftquam cius termini fio- 
guh dudi fuerunt in exponentes. 

«; 0—i; n —2, n —5; 4; n — y. *... o 

& 
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& divifi per f, v”el per x>, locum tenet penultimi termini in transformati 
&c. (N« 17... 20. pag. 61. 63 hujus). Igitur. 

iSV multiplicetur aquationis terminus unusquisque per numerum aimen/ionum 
ejus (vel per exponentem, quem habet incognita x in >pfo termino multi¬ 
plicato), & dividatur fattum per radicem aquationis , (id eft per lpiam inco¬ 
gnitam x). Dein rurfus multiplicetur unufquifque terminorum prodeuntium per 
numerum unitate minorem quam prius (qui erit, ut conftat, exponens quem 
in quantitate inventa per primam operationem, habebit incognita in lpio 
termino multiplicato); & faftum dividatur per radicem aquationis , ut lupra. 
Et fic pergatur donec deveniatur ad binomium. Si haec, inquam , nant, 
invenientur transformatae coefficientcs ab ultimo , primus, fecundus, ter- 

111 60. PEs igitur peratos, fupcrcrit determinandus numerus , qui eve&us 
ad aptam poteftatem Sc pofitus prox, & ejus potellatibus, in his coeffi- 

cientibus, eos reddat omnes pofrtivos. 

6 r Sed hic numerus ita determinandus eft, ut fit minimus illorum, qui 
& integri funt, & propofitum prxftant. Hoc autem efficitur facili tenta¬ 
mine. r 

61. Dixi numeros tentandos effe debere integros\ nam propofita ponitur 
afratoonibus libera, & coefficientc praedita unitate, in ahiffimo termino. 
Atqui hujusmodi aequatio nullam habet radicem fractam. (N . 76. pag. 27. 
huius.). XJbi lex, quod altiffimus terminus habeat coefficientem unitatem, 
eft intelligenda; alioquin, multiplicando per fractionem, habeietur aequa¬ 
tio rationalis, cujus radices funt fra6tae. rr c 

■<*2. Conftat binomium, quod hoc pado invenitur ultimo loco effie coef- 
ficicntem termini fecundi, a primo, transformata:*, id elt ne _ A. bed 
A eft fumma radicum, fi ea: funt vel omnes politivae vel omnes negativae j 
eft autem n exponens termini altiffimi, atque ideo numerus radicum ipfa- 

rum. Erit ergo maxima radix major quam *, & fortius ft adfint radices 

tum negativae tum pofitivae, quarum differentia eft A. Quare tentandus 

A 

ftatim eft numerus proxime major quam . 

Sic, aequatio . 

x«_ 26X 1 4 - if i x J -24 6 x 4 -80^0 . * 

ua&ata fecundum Audtoris regulam , prxbct 
4 X »_ 7 8 .v 1 4 - 302X —246 
vel dividendo per 2 
2 x ? — $p.v % 4- 1 f ix — 125 

& 
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6 S 1 — 78*4-231 
ac 

HAT — 78 =3 4 .X — Z 6 . 


10f 


Hic autem cft» a 4; ac ^ 33 tentamen ergo incipio a 7. 

Hic numerus, fubftitutus pro x, dat, ut 8, fecundo loco numeros negati¬ 
vos, &p tertio : tento ioj hinc 

4* — 26 33 40—26 =3 14 

fi* 1 —78*4-231 — 600 — 780-+-231 r =3 -4-ri 

pofitivumj ut 

4-25IX —403 33 2C00 — 39002310 — 403 33 -+.7 

ied ipfa xquatio dat — 80 j eft ergo maxima radix major quam 10. Reipfa 
hujus aequationis radices funt 


t t 5 fj ij 

Patet autem quantitatem — utilem efie quando radices funt vel omnes 

pofitivae vel omnes negativae, quod e fignis aequationis intelligitur* fic 
illam eo propius ad radicem accedere, quo minus iplac radices quantitate dif¬ 
ferunt. 

64. Numerus fic inventus erit limes major maximas radicis j numerus ve¬ 
ro maximus eorum, qui dant aliquod ex fa&is per hanc regulam repertis, 
negativum , erit limes minor maximae radicis. 

Poftquam hoc pa&o inventus eft limes m , qui fuperat maximam 
aequationis radicem, afiumatur z, 33 m — x , 5 t fubftituendo in propofita 
m — z, hujulque poteftates, pro x & ejus poteftatibus, habebitur trans¬ 
formata, cujus omnes radices erunt affirmativae j fiquidem eft r» major 
quam‘x, atque idto m —x, vel quantitas pofitiva* quare pofitiva: funt 
omnes radices transformatae, quas exponit litteras. 

Sic igitur <e quatio quavis transformari pote fi in aliam , cujus radices omnes pe* 
fitiva fint . 

66 . Eadem transformatio perficietur, fi reperiatur limes n, qui fuperet 
maximam radicem negativam propofita , affutndtur z 33 x •+- n , atque fiat fo - 
Uta fubftitutio. Cum enim fit n major quam quaevis radix negativa propo¬ 
fita:, quas exponit x j erit x quantitas pofitiva, atque ideo z 9 vel 
quaevis transformatae radix, erit pofitiva. 

Haec omnia congruunt cum N"- 22 ... 30. pag. 62. hujus. 

67 . Cum ergo nota fit facilis methodus propofitam transformandi in 

&m. 1 L O aliam, 
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aliam, cuius radices omnes fint pofitiva*,atque ideo figna omnia alternantia 
rN- lf 8c 10. pag. 61.6i.63 hujus); has tantum aquationes confide rabi mus 
in fequentibus, S quando utile id erit ad faciliorem rerum explicationem 
68: Limes minimus pro hujufmodi aequationibus, eft 0, qui protetto 
minor eft quam quavis quantitas pofitiva. Limes autem maximus facile 
invenietur methodo jam tradita. Supereft ut videamus quomodo poflint de¬ 
finiri limites ipfarum radicum. . 

6p. Sit tequatio ordinis», habens omnes radices politivas, 

x 9 _ Ax n ~~ l + B*”- 1 — Cx”“ 3 -h &c.tSrto 

in qua erit S quantitas pofitiva fi n eft numerus par, fed negativa fi im- 

Pa jo Si in hac aquatione ponatur 0 pro X , omnes termini evanefccnt , & 
manebit ultimus cum figno quod habet in propoiita. 

71. Hujus asquations radices fint 

*•, 9 i* f*i * -• h *’ ad num€fum ,n 

& fit quaevis procedens, a finiftra in dextram, minor quam femiens ad 
dextram, vel « minor quam minor quam x> & de reliquis. 

Propoficse aequationis Faftores ad eundem numerum », erunt 

x-.sos x —4- = OS X_ x 5 oi*-«so...*-!aoi &c. 


71 Aflumatur nunc quantitas -t-?, major quam » , 8c minor quam Erit ; 
fortius major quam & reliqua; ad finiftram,& minor quam M •• >1 & 

reliquie fequentes ad dextram. Si ? ponatur pro x, Faftor x-. erit pofitivu* 
ut & reliqui ad finiftram, & Faftor x-u negativus ut reliqui ad dextram. 

r. fj r v — £ . • u £-t-a-)-b -*-C j X S23 Za-4-b -+-C -+-d 5 oc 

% ~\Jta-*b', atque pro x in Faftoribus, ponatur $ =3 £+ a h-£ i fiet Faftor 
x — v =s x — t — a — —I-S+J 


poGtivus-, & fortius omnes Faftores praecedentes ad Gniftram, erunt po- 
Stivi» nam ex eadem quantitate i + a + b, demitut quantitas continue 
minor quam v. Sed Faftor 


x —/u 7 =i x—Z — a—b- 


i Z b ■— Z~a — b - 


erit negativus; & fortius negativi fient omnes Faftores fequentes ad dex- 
mm , quia ex eadem quantitate demitur quantitas continue 


m 7V fot nunc n = ra-t-p, & Gt m numerus Factorum pofitivorum , ac f 

numerus Faftorum negativorum. 

Faftum e Faftoribus pofitivis, quicunque fit numerus eorum, lempci 
eft pofitivum s •+■ P. Faftum 



AD CAPUT IV. 


I0 7 

Fa&um c Faftoribus negativis, negativum eft, ii eorum numeius cft 
impar , & tunc fit zs •—Q. 

Idem eft pofitivum, 11 Fa&orum numerus ctipar-, & tunc s -f-Q. 

Eft autem 

-t-P.-CL- — PQj & -+- P. -f.PQ. 

Et numeri vulgares alterne funt pares & impares, vel contra. Frgo alter¬ 
ne fa&a oriunda ex his fubftitutionibus, erunt pofitiva St negativa, vel 
contra. Quapropter. 

74. Si ? fit minor quam minima radicum j erit m Z3 o*, & /> ss n\ vel 
omnes Fa&ores erunt negativi. Tunc fi n eft numerus impar, tum fa£tum 
PQ^, tum ultimus propofitae terminus S , habebunt fignum- 

Si vero fit n numerus par, tum fa&um PQ^, tum ultimus propofitae ter¬ 
minus, habebunt fignum 

7 f. Sit $ major quam radix minima », & minor quam fequens 4 /} erit 
» S i> p n — 1 , vel unus erit Fa&or pofitivus. Tunc, fi n eit 
numerus impar, par erit n — 1 j & fadum PQ^habebit fignum -+-. 

Si vero fit n numerus par, impar erit n — 1 > & fa&um PQ^ habebit 
fignum-- 

7 6. Sit $ major quam fecunda radix (& fortius quam minima «), fed 

minor quam fequens erit m ~ z-, & p z=: n - 1 -, vel duo eruntFa£to- 

res pofitivi, ceteris manentibus negativis. Tunc, fi » eft numeius impar, 
impar quoque erit»-z, & fadtum PQ^habebit fignum-. * 

Sed fi n fit numerus par, par aeque erit »-z, & fa&um PQ^h^bebit 

fignum-*-. (Lcm. XIII. pag. 8f. Addit.) 

Haec, puto , fufficere poifunt ad illuftrandam propofitionem ncftram. 

77. Hinc facile ad jequationes omnes extenduntur qure diximus N'f 69. 
...73. hujus. Sit enim n S /-*-£■:=: m-hp-, & propofita habeat / radi¬ 
ces negativas ac k radices pofitivasj vel propofita conltet ex numero /Fa- 
ftorum forma: 

x -+- A s 0 f x -4- P 0, x + C i—I o j 5 cc. 

& ex numero k Fa&orum forma: 

X — R SOi X—P S O) Oj &c. 

78. Fa&ores prioris formae, per continuam multiplicationem, conficient 
aequationem ordinis /, cujus omnes termini erunt pofitivi} igitur & ulti¬ 
mus «S\ pofitivus erit. 

7P. Fa&ores pofterioris forma:, pariter per multiplicationem continuam, 
conficient aequationem ordinis k , cujus termini erunt alterne pofitivi & 
negativi. Igitur ultimus ejus terminus s erit negativus fi k eft numerus 
impar, fecus vero pofitivus, ut fupra N°. 69. 

80. Multiplicando aequationem N'. 78. ordinis / per aequationem N'. 7P. 

O z or- 


io8 
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ordinis k conficietur xquatio ordinis l-\-k n , in qua erunt radices 
tum pofitivae tum negati vx, & cujus ultimus terminus •+■£•*-< J — irS, 
erit pofitivus, fi numerus radicum negativarum eft par, fccus vero nega¬ 
tivus , pariter ut fupra N°. 69. , . , . 

81. In hac, fi ponatur 0 pro x, manebit dumtaxat ultimus terminus, 

cum figno quod habebat in propofita, ut N°. 7 °* 

81. Si in eadem pro x ponatur-»- feu major leu minor quam quaevis 
radix negativa, ex illis orti Fa&ores pofitivi 

x + A a 05 x+B soj &c fient i> +A ^ o-, (> +B o &c t 

& manebunt pofitivi. Hinc ergo nulla fiet mutatio in lignis. aequationis 
propofitae, neque in facto quod oritur cx hac fubftitutionc. 

82. Sed mutatio fiet, fecundum obfervata N» 7 f; & 73. quando pro * 
in aequatione propofita ponitur -f. ? major quam aliqua radix pofitiva v, 
(atque ideo quam reliqua; hac minores), 8c minor quam proxime major p, 
& quam reliqua; hac majores. 

84. Cum ergo quaevis aequatio ordinis », in qua funt radices tum poli- 
tivse tum negativae, confiderari poflit tanquam connata ex duabus, qua¬ 
rum una comple&itur omnes radices negativas propofitse , altera omnes ra¬ 
dices pofitivas ejusdem j & cum omnis mutatio, quae fit in propofita per 
fubftitutionem, oriatur ex aequatione habente omnes radices pofitivas, con¬ 
fiat in genere, quod. „ . . . .. 

8c Si in aquatione , cujus radices aliqua Junt pofitiva , aliqua negativa^ pro 
, x ponatur -4- p , modo major modo minor quam aliqua'propofita radix pofitiva y 
duo qua conficientur ex bac duplicifubjlitutione , habebunt figna oppofita. 

%6. Manifefta eft hujus converfa. Si pro aquationis propofita incognita & 
ejus poteflatibus , fubflituantur ordine dua quantitates inaquales , dua nova 

quantitates , qua conficiuntur ex his duabus fubfiitutionibus , habeant figna oppofi¬ 
taha dua quantitates , qua fubfiituuntur -, erunt limites unius faltem radicis 

' J N,T {Tuuaque quantitas eflet minor quam radix aliqua f<, & majoc 
quam radix procedens », utrumque produftum haberet ideni fignum ut 
patet ex demonftratis; quia nempe idem in utroque cafu effet numerus 
Fa&orum, tum pofitivorum, tum negativorum. 

In exemplum affumamus aquationem N'. 63. P^S* hujiis 

X* _ l6X*-\-Z 3 IX* -806X-4-880 ^ 0 

cujus radices cmnes pofitivae funt 113 8j p; 2. 

In hac ftatim fubftituendo 0 pro x manet -+- 880. 
fubftituendo 1 y qui numerus minor eft minima radice 2, fit 
i _ 16 -+- 231-806 -h 880 :=} 180. 


Eft 


j d c a p u r i v. 


io 9 

Eft ergo i limes minimus. Subftituendo -4- 3 , qui eft major qur.m 2 & 
minor quam y, fit 

81—702-4-2079-2418-+-880 - 80 

Si pro -4- x ponatur-t-4, qui numerus pariter major eft quam 2 & minor 
quam f, produ&um pariter erit negativum, nempe 

2 f<S-1654-4- 3695-3244-4-880 :=3 -76 

Si vero pro x ponatur -4- 6, deinde-+-7, qui numeri funt majores quam z 
& f, fed minores quam 8, prodibunt duo fa&a pofitiva, id eft ex 6 

1196 -5616 -4- 8316-4836-4-880=: -4-40 

&e 7 ' 

2401 — 89,18-4-11319 — 5642-4-880 =: -t-40. 

& fic de reliquis. 

Pariter fumatur «quatio N*. 10. pag. 88. illa, cujus radices funt rcales, 
nempe 


x 4 - I4* J -4-fpf 1 - 66 x -4- 14 =! o 

Ponendo 0 pro x, manet-4- 14. 

Ponendo-4- 1, major quam minima radix 2- ^ 3 , st 

I - 14 - 4 - ff - 66- 4 - 14 :=• - IO. 

Ponendo-4-2, fit -4-6} ponendo -+- 3 fit -4-14, & reipfa tum 1, tum 
z tum 3 majores funt quam 2- V 3, fed minores quam 2 -4- V 3. 

Neque tantum ipfius 2 — V' 3 limites funt 1 & 2 /fed etiam ipfius f— Vii/ 
nam quia V11 minor eft quam 4, profedto major eft quam 5—4= 1. 

Sed 1 8c 3 limites funt utriufque, nam ^11 maior eft quam 3, ac y—Vn 
minor quam f — 3 =« 2. Ideo diximus N° 8d. hujus, hos effe limites unius 
/altem radicis. 

Ponamus nunc in eadem seqi^tione-t-4 j fiet-10,* 6c numeri 3 ac 4 

funt limites radicis 2-4- ^3. 

Ponendo - 4 -f, fit-665 reipfa 4 & f minores funt quam maxima ra¬ 

dix f -4- Vi 1. 

87. Superfluum duco monere, quod fi radices omnes eflent negativae, 

aut mutanda edent figna alterna, fecundum x. p. 49. 6c 8...12 
p. f8. f9- hujus, aut afiumenda eflet-£. 

88 . Sit nunc aequatio generalis ordinis n 
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- Ax n 


. Bx” - ' 1 -f- C*”~ 3 > 4 - D.v*~ 4 --- S a o 


in qua coefficientcs, quamvis omnes fcripti fint pofitivi, intelliguntur quif- 
que cum fuo figno, ita ut fint figna tum pofitiva tum negativa, atque 
ideo radices tum pofitiva: tum negativa, ad arbitrium. Has autem ra¬ 
dices, quaevis cum fuo figno , fint quas N°. 71. p. 106. hujus, & crcfcant 
eodem ordine. Haec transformetur, fecundum if. pag. 6 1. hujus, 

ponendo x ~ y c* . 

8p. Terminus ultimus transformatx erit (N°. 16. pag. 61. hujus; 


n . 8 

e -4-Atf 


■ B<” 


o"-^Dr 4 4.....+s 


in quo coefficientes habebunt quifque eadem figna, quae habebant in pro- 
pofita. Si in eo pro e fubftituatur una nempe e propofita: radici¬ 

bus, & quidem ^ fi radix fubftituta fuerit pofitiva, —^ fi fecus, ter¬ 
minus ille evanefeet. Nam haec fubftitutio conficiet ex ultimo termino 
eandem quantitatem, quam conficeret e propofita (N». itf.pag. 61. hujus.). 
Sed propofita per aptam radicis fubftitutionem evanefeit (N . 4•• 7 * P a S* 
8 . hujus). Ergo &c. (Vide N"» 24- P*g- <* 4 - hujus). Reliqua pars 
aequationis dividi poterit per y ~ o, & manebit aequatio ordinis n 1 , 
in qua y erit incognita, &±T p ac ejus poteftates erunt pro e & ejus po- 
teftatibus. Huic fe aptant jam difta: tamen non pigebit rem exponere, 
po. Propofita: aequationis radices fint 

pofitiva: tj <r; c; &c. negativae A; x; 15 0> »15 &c. 

fi fubftituatur quantitas pofitiva pro e in transformata, radices pofitivae 
minuentur, & negativae augebuntur; ac transformatas Fa&ores fient 

y | ^ _ T o • y _ 4 _ fx — a zzl o ; y -f- f* — f 1 ^ 0 ; &C. 

orti e radicibus pofitivis; & 
y | ^4 t - x ; o; 7 /u. - 4 - * 0 ; y -f- ^ -t- 1 SOj Scc. 

orti e radicibus negativis 


(N 8 . 13. pag. 64. hujus.) Sic, fi proponatur «quatio 
— 2X< - If8x } -h P68* 1 V1021X — 1430, s o 
cujus radices pofitiva: funt 


n n 

& negativa: 
ij 13 . 


Po- 
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Ponatur autem i, ea transformabitur in 


f. ioioy 1 -*- fy-t- i 

— 2^ 4 — 87 3 — uy*— 87 — i 

-ij- 8/*-474/- 4747- ‘f® - 
4-j-68y-4- 11 $67-4- f68 ~ 
-♦-1011^-4- 1011 

- HV> 


o 


quse, deleto ultimo termino cvanefcente, & divifa per 7 fit 
iytfy 1 -4-917-*-1680 o 
cujus Fa£tores funt 

y-4-i—f 7 —4 i 7 -4- 1 — 11 ~ 7 — 10; 7 -4- I -f-1 
y -4-1 -+-13 ~ y-*- H 


i>i. Si vero alia quantitas, praeter unam e propofita: radicibus, aflumt* 
fuiflet pro [x, manhflet ultimus terminus, & conflaret e differentiis ac fum- 
mis N'. po. inter fe multiplicatis j atque e flet 

(^ — t) 0 *-<r) (j* — *) &c - O*-»-*) 

Pi. Sed fi in transformata pro <? fubftituatur quantitas negativa, augen¬ 
tur radices pofitivce , Sc minuuntur negativas ‘ y ac Factores lunt ■» 


7 .— fx — t r=2 O; 7 — /u — e ^ O j y—»p— t SU O > &C» 
orti e radicibus pofitivis , & 

7 — |U A ^ 0>7— ju-+-x.^ Oj 7 —^ ^ Oi &C. 

orti e radicibus negativis. 


(N*. 28. pag. 64. hujus). Quare, nifi fit ^ una e propofiuc radicibus , 
manebit ultimus terminus, 8c conflabit, ut N°. pi., Cummis £c differentiis 
inter fe multiplicatis. 

9$. Fa&um e fummis N'. po. eft femper pofitivum. Fa&um c Cummis 
N-. 92. c it pofltivum quando ex fummx funt numero pari, fecus vero ne¬ 
gativum. 

94 Si in transformata ponatur pro e quantitas \ p%fit'tva y & par different:** 
*um numerus mutet fignum, id eifc, aliquot dilflerentix 


fX — TJ (X- «-5 fX — 7 r> ^ — 05 &C. 


ad numerum parem, fiant negativa , ceteris manentibus pofitivis, fa£hm* ® 
pari negativorum Fa&orum numero erit pofltivum i pofltivum 
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fa&um e Fadoribus pofitivis. Ergo fattum ex omnibus manebit pofitivum. 

Pf- Sivero, dum fubftituitur quantitas politiva, impar fit numerus dif~ 
ferentiarum qua: fiunt negativa:, .fadum ex his erit negativum, 6 c negati¬ 
vum reddet fattum ex omnibus. 6 

p 6 . Contra, fi fubftituatur quantitas negativa , & aliquot differentiae, ad 
numerum vel parem vel imparem 

— —/X-+-X} — ju-hij —ft - 4 - d i &C. 

fiant pofitiva , reliqua: maneant negativa > fadum e pofitivis femper erit po- 
fitivum > fadum e negativis, pariter pofitivum, fi earum numerus eft parj 
Fadum e fummis pariter eft pofitivum, fi fummarum numerus eft par. 
Quare, fi par eji tum numerus tum differentiarum negativarum , tum fummarum 
fadtum ex omnibus eji pofttivum. 

97 • Sed fi alteruter numerus, vel differentiarum negativarum , vel fum¬ 
marum, fit impar , fattum ex omnibus erit negativum. 

p 8 . Si tandem uterque numerus, tum differentiarum, tum fummarum 
negativarum, eft impar , fattum ex omnibus eft pofitivum. 

99- Quando numerus differentiarum & fummarum aequat numerum radi¬ 
cum propofitx, & fubftituitur quantitas pofitiva, minor quam minima 
radix pofitiva aequationis, tot erunt differentia; negativa, quot radices 
pofitivae j atque illarum fadum habebit idem fignum ac fadum harum • 
atque ideo ultimus transformatae terminus idem fignum ac ultimus propo- 
fitae. r 

ioo. Idem accidit fi fubftituitur quantitas negativa, minor quam mini¬ 
ma radix negativa propofitse. 

iot. Sed, quando in transformata ponitur pro e una e radicibus pofitivis 
propofitx, numerus differentiarum unitate minuitur} &, evanefeente ul¬ 
timo transformatae termino (N°. 8 p. pag.no. hujus), manet in penultimo 
fadum e differentiis, qui eft par & =5 2/, fi numerus radicum pofitivarum 
in propofita erat impar & ss 2/-*- 1} 5 c contra eft impar & r 3 2/— 1 
fi numerus radicum pofitivarum eft par 6 c 53 il. Pariter fi fubftituitur 
quantitas negativa, numerus differentiarum unitate decrefcit, & fit par 
ac 33 ik 9 fi numerus radicum negativarum in propofita, eft impar & 

102. Sint propofitae aequationis radices, ordine crefcentes 

a > <P i V i &C. pofitivaej Aj * 5 0 $ &c. negativa:. 

fubftitucndo •+• * in transformata, erunt ejus Fadorcs 

- os;} y- 4 -»-4 =3 0} y + * — x y+■•-<> 30 &c. 

omnes negativi, prxter primum =3 o 

Subftitucndo 4 >j Fadorcs erunt 
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7 +*—• =5 OS y sosy-t- 4 --X = 0} 7 + +-« = 0i &c. 

omnes negativi, praeter primum pofitivum, & fecundum ^ o. 

Subftituendo-+-^; Fadtores erunt 

>■*-* -" - °> y-*-X — 4 - =3 0} 1 -(-*— * — 0 =3 ri &c. 

quorum duo primi funt pofitivi; tertius S3 o ; reliqui negativi & Cc de re- 
liquis. 

Hic obfervandum hanc fubftitutionem reduc«re differentias jam inven¬ 
tas, fed fub ligno contrario; & quidem ut quas (negligcndo y ~ o) fuit 
in prima fubftitutionc, prima, fecunda, tertia, &c; fit prima fubftitutio- 
nis fecundas, tertias, quartas, &c.; quse in fecunda fubftitutione eft fecun¬ 
da, tertia, quarta, &c, Iit fecunda fubftitutionis tertias, quartas, quin- 
tie &c. 

io?.. Igitur terminus, qui manet in transformata Sc per fubftitutionem 
redutta, ultimus, qui nempe eft penultimus transformata: non redudas 
idclt tandem quantitas 9 


nx" ’-+-(»—i) Ax” —i)Bx” 3 -f-(»—3} Cx” -4 -4-&c. 

fit alterne politiva & negativa per fubftitutionem ordinatam radicum pro- 
pofita: in transformata, cujus terminus eft haec ipfa quantitas, pro e vel 
pro x ; licet enim quantitatem indeterminatam quocur.que fimbftlo expo¬ 
nere; fed animadvertendum hic litteram * non exponere propofitx radices 
Ut in propofita. 

Sic, fi proponatur asquatio in exemplum jam affumta ad N*>» oo. huius 
pag. iio. • j i 

- ix* -ij-SV-t-j-dS* 1 -*- 1021*-1450 TU o 

cx hac per notas regulas educetur penultimus transformatae terminus 

pc 4 - %x' -474x‘-+- 11 $6* iozi 

In hac pro x &ejus poteftatibus ponatur, primo, minima propofitae radix 
politiva -+-1, inveniemus refiduum 

'+■1680= 4 .10.— 5 -> 4 =(r— 0 (it—1)(—1—z)(—I— ij) 

Ponatur fecundo-*- f, & erit refiduum 
-$024 s-4.-4-6.-_7.-t8 ^(i-r)(n-r) (—z—>■) (—13—r). 
Ponatur tertio 11; refiduum erit 


-4-1820 rs 
Tom. II. 


— 10. — 6 ,— 1 $ , — 24 53 


(«-*«) 

P Sub- 
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Subftituendo quarto minimam e radicibus negativis — i, fit 

5003 a 3,7.15 — *i - 

Tandem iubftituendo-13 , refiduum invenitur 

^-66fl8 SS 14.18.14. II =3 (13-4-1) 2 ) 

in his ea accidunt qux attulimus N« pi...io}. hujus, pag. 111...113. 

104. Cum ergo radices sequatidnis propofitx, ordine, fubftitutx in 

„ x - + (»_ 0 Ax” —1 -t-(»-») -5)Cx -4 -^ &c. 

dent faaa alterne pofitiva & 

ponatur 'quamitaTilla o,* feu fecu^fc^per fubftituuo fupra defcnpU 
dabit refidua alterne negativa & pofitiva. 
iof. Sint nunc radices sequatioms 

-.) A*” -1 -<-(»— 2 ) Bx” -3 -+-(#—3) C* B_4 -4-8cc. =0 

g; &c. pofitivtc, &/s 4 es i &c. negativa: 

& hae ordine crefcant more folito. 

•s J r & a d!v,f^uir p d ef x U = ft o ° ’ Eft'autem ominor tam^pofefa: 
dlx minima & eft • limes aequationis nuper mvent*» UC 1 

u minor quam t. Quare v erit ma J°^ |i ^' 4JI ^ res p lc ‘ pro bari poteft. Radi- 
106. Quod efle nequeat “ m 3 V^’ fi num ero ss T, fubftituta minima in 
ces pofitiva: irquatioms ordini*J‘ t S a7x «rminum evanefcere, 

t! ™d Memeft TN^Tpag. ■ 10. hujus); radices pofitivx xquatioms or- 
quod idem eit, (JN . <sj. p g . maior quam t & minor 

dinis » — ■ erunt "^7” "inoTqtiam r T&c., fupereffcnt dux radices 
quam s; 4 - major quam nuxVingulx majores cfient quam maxima 

maximx xquatioms ord In»», ^ fub J ftituta: unapoft aliam in 

d.™. du» <*. c»m 11B» «8». S“«d 

l m inor quam 7; &c. Quare radices aequationis ordinis » — . , erunt 
limites radicum xquationis ordinis ». His addi debet Os & limes max • 
mus jam inventus. xo$. 
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io8. Aquationes ita comparatae, ut unius radices fint limites radicum 
alterius, dicuntur aquationes limitum. 

Quapropter aequationes, quas Newtonus defcripfit N°. VII. hujus pag. 
84. & quarum exemplum attulit in fine pag. 8f., funt fibi mutuo sequa- 
tiones limitum. 

icp. Quo magis receditur ab aequatione propofita, vel quo minor efl 
exponens aequationis limitum, eo magis limites recedunt a propofitae radi¬ 
cibus. Sit enim propofita xquatio generalis, qua farpius ufi fumus5 Sc 
ejus radices pofitivae (nam quod dicitur de pofitivis facile traducitur ad ne¬ 
gativas) illas ipfae, qua: fupra N 5 . loi.pag. 11 1. hujus 5 defignentur nempe 
litteris graecis incipiendo ab ultima, quae exponit minimam propofitae ra¬ 
dicem, & pergendo ordine. Pariter aquationis limitum prima: 

nx 1 -" 1 -+- - 1) Ax n ~ l -4- (n - 2) Ba;* 3 -4- ( n — 3) Cx” 4 &c. zz o 

radices exprimantur literis latinis minoribus & italicis, incipiendo a/, 
quae exponit minimam hujus radicem, & pergendo ad S) n &c. Aqua¬ 
tionis limitum fecunda:, 


»-3 . »-3 


radices exponantur litteris minoribus romanis 

t* sj r, pj qj &c. ' 

Aquationis tertiae radices litteris majoribus ital cis 

Si Ri P-y Qi &C. 

Aquationis quarta: litteris majoribus remanis 

T 5 Sj R> Pi Qj &c. 

Oftenfum efl: efle * inter » & 4*$ s inter \J/ & r inter % & $ ; p inter 
$ Sc &c. Pariter efle t inter / & S', s inter s Sc r j r inter r & p> &c.; 

inter t & s* S inter s & r; R inter r & p i &c. * T inter 7 6c S 5 S 
inter S R-, R inter /2 & P * &c.> unde .patet propofitum. 

110. Quae demonftrata fuerunt de propofita multiplicata in fingulis ter¬ 
ginis per exponentem incognita: in ipfo termino, vera funt etiam fi afiu- 
ttiatur quaevis alia progreffio arithmetica, & per hujus terminos multipli¬ 
centur ordine finguli termini propofitae. Sit enim ultimus progreffionis 
Arithmeticae afliimtx terminus m 9 & differentia terminorum fit p. Ea de- 
net ftabere terminorum numerum e=2 n 1, quot nempe funt termini pro¬ 
pofitae, qux efl ordinis n\ demto ultimo, qui efl ere m s manet numerus 
terminorum, atque ideo differentiarum, zx n : atqui in fingulis progreifio- 
His terminis numerus differentiarum unitate crefcit 5 ergo in primo ter- 

p 2 mino 
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mino adjungi ipfi m debet #p,& in fequentibus (n — i)p; (n -i)p; &c., 

& quidem per additionem, fi terminus ultimus m eft minimus; per fub- 
ftraftionem, fi is eft maximus. Erit ergo progreflio 

mt: npt m±; (n — i)p-> .... m ±T 3P; w+rtp; f*t;p,m} 

In qua potcft terminus aliquis efTe S o, & tunc, fi progreflio decrefcit a 
primo termino m+-np ultimum verfus, illi qui fequuntur (ad dextram) 
terminum evancfcentcm, erunt negativi; fi vero progreflio crefcat a prima 
termino m - np ultimum verfus, illi qui praecedunt (ad finiftram) ter¬ 

minum evanefcentem, erunt negativi. 

Nunc propofita 

■x’ -+- Ax- 4 - Bx” —1 -+■ Gv”~ 3 + Dx “~ 4 .... 4- Px*-4- Rx -I- S - o 
multiplicata per hanc progreflionem, dat 

mx n + m\x n ~~ 1 - 4 - wBx ”~ 2 - 4 - mCx n ~ 3 h- wD.v” 4 ...-*-wP^ 1 -4-wR.v-4-wS 
ir npx” +7 OpAx” - 2)pBx”~ 2 +7(«—3?pCx”~ 3 ir(»—^Dx” --4 ... 
±T ipVx 1 +7 pRx 

Harum duarum ferierum prima eft ipfa aequatio dufta in m. Sed ea, 
per hypothefim, ~ o > ergo & ejus multiplex O; nec mutat valorem 
alterius. Altera autem eft 

±Tpx (nx 1 -+- (»—i) A* 1 -+- (»—2) -4- (»—5) Cx”~ 4 -4- Scc.) 

cujus divifor eft px & Fa&or compofitus eft ipfa arquatio, qua; oritur c 
propofita multiplicando terminos fingulos per exponentem. Haec, ex de- 
monftratis, fubftituendo, ordine, propofita: radices a minima ad maxi¬ 
mam, dat fa£ta alterne pofitiva & negativa, quae du£ta in -t- p, manent 
alterne pofitiva & negativa, qualia erant; fed du£ta in— p fiunt alterne 
negativa & pofitiva. Ergo &c. 

Exemplo fit aequatio trium dimenfionum 

* 3 -IIX 1 ^-3IX-24 ;=5 o 

cujus radices, pofitiva:omnes, funt i; 3; 7. 

hasc du£ta in exponentes Sc divifa per x , dat • 

3 **- zzx - 4 - 31 

quae, fubftituendo ordine 
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—I > *+*3> ■+• 7 $ dat ~ 4 “ 12-5 -8 , ~f« 24 

eadem du&a, per terminos feriei 
Oi ij 2j 3, dat— nx*-4-62Ar — 63 
quas per eandem fubftitutioncm praebet 

-12 i -+-24 i -168 

Eadem du&a in terminos feriei 
fi ii — ii —4 fit yx* — 22.V 1 — 31X-4- $4 
6 c, per folitam fubftitutionem, invenitur 
-+■ 3 *) - 7 z i ■+■ f° 4 - 

funt ergo omnes hae aequationes limitum propofitae. 

111. Si propofita aequatio efiet poteftas n binomii vel 11 eflet 

a— r> *•» — I , ».»—!.» — 2 

2 * 2.J 

n n — \ 

D s ---■ « 4 i ecc. ' 

2.3.4 

tunc prima feries N ; . iis. praecedentis maneret 
m (x •+■ »)* 
fed fecunda fieret 

, »—1 , \ n—z {n — i).n.n — 1 , 3 

fx [nx -4- (#— 1) n*x •+.--- » * -f» 

-- 71 -—- •** ••• ) 

id Cft 

, . n—1 , N «—2 # — I . » — 2 . «—1 n—i v 

fnx (x (»_.1) <o* -—-»*x 3 ... -h» ) 


53 p»x (*.*..«)* 1 
p 1 
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112, Si quis propofirse terminus abcflet, afterifco fupplendus eflet, ut 
fuus terminorum numerus aequationi conftct. 

ii 3. Conftat hsec efle vera, quatenus radices funt reales in propofita, 
etiamfi praeter reales, aliqua: fint imaginaria:. 

Sic, fi aequatio trium dimenfionum, nuper in exemplum allata, multi? 
plicetur per 

**-4x-t-6 52 o 

cujus radices dax funt imaginariae 2-4- -2, & 2- y/ -2 5 fiet 

x*-ifx 4 -t-8ix J -21 ix*-4-270*-t26 =5 o 

unde 

fx 4 -6o* J -*-243 * 1 -422x4- 270 

hxc, fubftituendo, 

-*-i> -4-3 i - 4-7 i dat -4-364 —24^ -+-(548 
pro tribus radicibus realibus. 

114. Sed, quaevis quantitas fubftituatur in aequatione, cujus radices 
omnes funt imaginariae, fa&um orietur femper pofitivum. Si enim aequa¬ 
tio hujusmodi 

x 1 ±r 1 mx -1- mm nn :=; o 

fi pro x fubftituatur quantitas quxvis minor quam m j ex. gr. m —jp, fiet 
aequatio 

m - imp -1-/>*;£* 2*» 1 4I 2wp -4- w 1 -v- n x 

id eft, fi fit -4- 2 mx 

4 m'— 4 mp+p x + » x ^ fi fit —2««:. 

quae femper eft pofitiva, quia pofitivum eft quadratum ipfius zm — p . 
Fortius manebit quantitas pofitiva, fi pro x fubftituatur vel m vel quanti¬ 
tas major quam m. 

iif. Obfervandum efle demonftratum idem accidere etiam fi quantitas 
fubftituta fit negativa, quia quadratum femper erit pofitivum. 

11.6. Cum ergo res demonftrata fit pro aequationibus quadraticis; & fem¬ 
per binae imaginariae coeant in aequationem quadraticam., faftum ex his 
fa&is peculiaribus, erit pofitivum,8c propofitio in genere eft demonftrata. 

117. Quando igitur tot inveniuntur paria limitum , quot funt radices 
aequationis propofuae, ea habet omnes radices reales j & in genere, pro- 

po- 


4 d c a p u r i r. 


MP 

pofita tot habet radices rea’es quod inveniuntur limitum paria. 

ii&. Prima limitum aquatio, jam toties nominata, deducitur ab ultimo 
transformat® termino (N . 17..zo T pag.6a.6$. hujus). Haec tota nihilo ®qualis 
eft. Nihilo pariter aequalis oftenlus eft ejus ultimus terminus, quando pro e 
fubftituitur aliqua e propofit® radicibus. Quare tota transformata,una cum 
termino quierat penultimus, nunc ultimus fadhis eft, nihilo aequalis eft. 
Ejus radices funt differenti® vel fummae radicum aequationis propofit®, 
quarum fadtum eft ille terminus 

ne n ~~ l -4- (# — 1) Ae n ~ z -4- (»-2) Be”~ 3 (n — 3) C/~ 4 -4- &c. 

qui profe&o non evanefcit* neque evanefcet quia pro e fcripta fit littera 
quod pendet a fcribentis voluntate. Sed, fi terminus ille ponatur 
nihilo ®qualis, illius radices (qu® nec funt differenti® nec fumm® radi¬ 
cum propofit®) demonftrat® funt limites radicum propofit®, & fingul® 
majores quam refpondentes radices propofit® 5 ideft illius minima major 
quam minima propofit® &c. 

Sic ®quatio trium dimenfionum jam allata 

x 3 --21 trj o 

fubftituendo y -4- e pro a: fit 

f yy' ■+■ v'y ■+* * 3 

— I I y _ izey — ne* _ 

- 4 - 3 1 y-t-iie ~ 0 
— 21 

H®c transformata, ponendo e 1, qu® eft una e propofit® radicibus, 
habet ultimum terminum nihilo ®qualem, fed penultimum 12. Non 
ergo eft 

-22f-*-3i 33 ix * -22.Y-4- 31 33 o 

Reliqu® transformat® 

/-12 =3 o 

radices funt 6 \ & 25 differenti® duarum radicum reliquarum 7 & 3 a fub- 
ftituta. Interim fi ponatur 

3* 1 -22* -+- 31 33 o 

erit 



eft 
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e fi: autem ^7 S i, <?4f; quare x 33 ll ~~' ~ 5 33 velf ,430 vel i,po$ 

Pofterior numerus medius eft inter 1 & 3, prior inter 3 & 7 

np. Sed penultimus transformata terminus fieret nihilo aequalis, fi dux 
xquationis propofitx radices efient xquales. Nam, faba fubfticutione N'. 
po. pag. 110. hujus, ille conflabit e differentis 

y -T5 y - c, y -£3 y -*rj 6CC, 

& e fummis 

y -f- A j [X -f- y. 3 ju-j- * 3 /x 0 3 £CC. j 

^ritque numerus fummarum ac differentiarum fimul 33 »-15 hx au¬ 
tem jungendx per multiplicationem funt ad numerum n -2, in quovis e 

fabis fimplicibus, qux fimul fumta conficiunt coeflrcientem termini pe- 
nultimii Fa 6 lor autem quivis, ex. gr. y -o-, erit in omnibus fabis fim¬ 

plicibus, uno dempto complebente reliquos Fabores omnes (N°. 106. pag. 
zy. Tomi I.). Ergo, fi y 33 <r, id efl fi una radix propofitx fubftitua- 
tur in transformata, non evanefeet penultimus hujus terminus , fed mane¬ 
bit fabum fimplex illud, in quo non eft Fabor y - c n: o, nempe 

(y—r) (y—$) (f*—*) & c * C w -+" x ) (?’*“*) &c., 

quod confirmat qux diximus N°. 11 6. hujus. Sed fi y xquet etiam aliquam 

aliam radicem £, tunc erit y _^ 33 o, 8 c omnino evancfccntem reddet 

terminum penultimum. Erat antem y 33 **, nunc eft y 33 §} quare <r 33 
& dux radices xquationis propofitx funt xquales. 

120. Igitur xquatio 

nx n ~~ l -4- (»-1) Ax*~ x -+. (»- 1) Bx” — 3 ) C*” 4 •••• ~ 0 

& infervit propofitx, quando ea habet duas radices xquales, Sc complebi¬ 
tur limites radicum propofitx, fi fint inxquales. Quapropter vocabitur 
vel xquatio limitum, vel xquatio radicum xqualium. 

12r. Si xquatio ordinis», in qua funt dux radices xquales, exponatur 

perQ^, ejus xquatio radicum xqualium exponi debet per —3 ubi £ po- 

K *+■ £ 

nitur una e radicibus xqualibus. 

122. Si xquatio ordinis n habeat radicum xqualium numerum g, & 
multiplicentur finguli propofitx termini per exponentes, xquatio ordinis 
n - 1 , qux hinc conficitur, habebit radicum xqualium numerum q — 1. 

Sit xquatio generalis confueta. 

% n -4- Ax *+• Bx -h Cx 3 -E - 4 * P,V J -4- Qx l -f- Rx 4 * S o 

& 
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AD CAPUT IV. 

& ponatur « =5 g-l-r: quia «quatio propofita habet q radices «quales, 

(quas defignabo per »,) ea per multiplicationem confe&a erit ex (x u f 
& ex sequatione ordinis r, J y 

x r + 4x r ~ 1 + Bx r ~ 1 +Cx r ~'l + Dx ~ A ... + p x i+ £>x' + Xx+S ~ 0i 
atque ideo ipfa propofita poterit exprimi hoc pa&o 
X (x -4- ot) q -4- Ax (X -4- vrf -4- Bx (x -4- cap ... «f. Px J (x -4- «)* 

(x h-(*-+. u) q -^(x-*-«)* Z=< o. 

123. Conflat aequationem ordinis r habere, pro termino s- 4-1 .. mo , ipfius 

x exponentem r-/ * fit ille terminus Mx r ~ s , fa&um Mx r ~~' (x -4- «)* 

fi ordine feribantur finguli potcftatis termini, habebit exponentes 1 * 

9 +r - q+r—s - 1 } q+r - s — 1 } q+ r —s _ 3 .... r _ s. 

Nunc in progreffione Ni. 110. pag. u 6 . hujus, ponatur r_ s pro m, 

« 9 ; 9 -(i 9 — &c. pro»pi (»—i)p, (»- api&c; id eft i pro 

P, ct q pro oc pro aequatione ibidem propofitf fubituuatur. 


Mx r ' (x+u) q ~ Mx r s (x q + q u x q 1 .+■ tJ-lJ u ' 1 > 


»*)i 


invenietur aequatio multiplicata per progrefiionem arithmeticam,cujus 

prima feries 


(rs)Mx + — u ' x<{ 1 -f- j :=! {r—s)Mx t '(x-+ -*) f 


Series altera 


■+• A/x r S * 1 (qx x - 4 - 2 - 2 — 

abi Fa< 5 tor compofitus (x + «)^~ I ,habet radicum squalium numertim<j-i. 

124. Summa terminorum conftituentium terminum hunc eeneralcm di¬ 
vidi poteft.per x } quo fa&o manet is 

Tem. //. 


(r-’) 



commentarius 


i zz 

(r —/) Mx~~ s ~~ l (x -+- w f -+- qMx r 5 (x -4- w)* 1 

Eft autem (r -i) Mx r s 1 (x -4- «)* ipfe terminus generalis aquationis 

compofitie divifus per x & multiplicatus per exponentem ipfius x ; & 

qMx * (x-4-w)^ x , eft idem terminus divifus per x-*-«, & multiplica¬ 
tus per exponentem ipfius (x -4- «)*• Hinc conflat quomodo facile inveniri 
poflint finguli termini. Rem tamen explicemus aliquot exemplis. 

iif. Jam, quamdiu r - s efl nihilo major, manebit utraque feries 

(r - s) Mx~ l (x -f- u,) q 8 c qMx~ i ’* 1 (x w)* - *. Sed quandorw =5 0 , 
id eft r zz s, atque s- 4-1 ~ r-f-1 , evanefeet feries (r —i) Mx[ ' (x+uf 
& manebit qMx (x -+- Hoc autem accidet in ultimo compofit* 

termino S (x-+- j nam xquatio ordinis r habet terminorum numerum 
r - 4-1 — i + 1 , ac terminus s-4-i..whs eft ipfe ultimus. 

Igitur ultimus compofitae terminus, multiplicatus per feriem arithmeti*- 
cam 

q, q — 1 > q—q — 3 > 2 — 4 » •••• 0 
fit 

qSx (x+u) q ~~' \ 

In termino praecedente eft s zz r— 1 > hinc 1 55 r — 5 j & q+r—t zz £« 4 - 1 * 

quare 

(r _ s)Mx~ s (x + *) q + qMx r - s +' (x =3 $£x* 

(x-+-m) 7_I 55 Rx C(X-4-«)-4-gx) (x-4-») ? 33 R* ((# 4 - 0 * ^*) (*-*"•)* 

Tertius, ab ultimo, terminus dat s Z 5 x-^ ,mc 1 ^ *- 5 ? ^ 

3 -4- r- s zz q-+-1 5 quapropter tunc 

^—i) (x+«)^ + Mx ; * + * 1 (x- 4 **)* 55 iQx h-< jQx 

(x-4-O))^ 1 5= Qx* ((2X-4-I«) -4- qx) (X-4-w) 1 " 1 53 Q/( 3+.l)x-*-l«)(x-4-«) 7 

Quartus ab ultimo dat J 55 r- 3 3 unc ^ 3 ^ — s > Scq-^r—s zz 3-4-3, 

atque 

(f--^)M/ S (x-4-O))’-4- gMx r " + " 1 (X -+ 55 3Px ? -f- ^P* 4 

(x+a) 7 ' 1 55 Px 3 (3X-4-3w-t-3X)(x-+-w)^ 1 5 :Px 3 (($ 4 - 3 )x 4 - 3 »).(x-f- ft ') <? 

V Et 
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Erfic progrediendo ab ultimo primum verfus. Sed in ipfo primo eft /rnoj 
quare r — i s r, & q-+- r-—s zz q + r*, unde 

(r- s) Mx~~* (x+ef -4- qMx " r ’ X (x -+- »r l ~ rx r (x -+. u )* 1 qx r ~*~ l 

(*x-h«) 9 1 ;=• x (rx-vr* h-^x) (x-bu>f~~ l zZ x ((r-*-9)x-+-r«} * 

Secundus terminus dat 5 — 15 atque ideo r — s zz r -1, £c q^-r—szz 

9-+-r-1 y unde 

(r— s) Mx~ s (x-±-o>) q -4- qMx r ~~'~*~ 1 (x-h») 7_I s (r—i)Ax r ~ 1 (x++) <t +qjfj£ 
(x -4- otf 1 zz Ax 1 ( rx — x -4- ru — «-4- qx)(x -4- zz 
Ax r ~~*((r -4- 5 — I fx -+- (r— 1) ») (i 4- w) 7 '* 1 
In tertio eft j r: 2* & r—/ :=: r —2, ac q+r—s zz q+r — z: hinc 
(r— j) Mx~~ s {x-*-»'} -f- qMx "^ 1 (x+u) q t 1 zz (r—i)Ex r ~ x (x-+-») 9 -+. 
qBx r l (x-t-a >) q ~ 1 zz Bx~ x (rx— 2 X-t-ru—zw+qx) (x-i-u>) q ~ I ~ 

^A? r ~ 2 ' ((r-»-g — i)x -4-(r — 2» (x-4-») 9 " -1 » 

In quarto eft * :=; ^ r— 3, ac g-4-r — y, quare 

Cr—s) Mx r ~~ s -4- qMx r ~ s ~^ x (x-4-»y ? “ I :=« (r—2) C , * r “ 3 (a? -+- »)%. 

qCx ,mml (x-t-»)*“ r zz Cx ~ 3 (rx— jxH-r»— $u+-qx) (X4-W) 9 ”" 1 ^ 

Cx M ((r +- q - 3)* 4 - (r— 3)») (x 4 - u) q ~ l 

Abunde, puto, ad cafus peculiares aptatum eft theorema generale N'. 
124. Nunc. 

nd. Quoniam finguli termini aequationis propofitae, multiplicati quifque 
per Tuos exponentes, complebuntur poteftates 

(.x 4 - ») 7 & (x 4 - <*) q 1 

ultimus autem complebitur tantum (x 4 - ») 9 1 , patet totam propofitam, 
poft aptam multiplicationem per exponentes, continere radices aequales 
ad numerum 9— 1. Poteft autem haec dividi per x, per quem multipli¬ 
cati funt finguli termini. & aequatio ordinis r 4 -g-1 zz n -i 9 

0^2 * in- 
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inventa, eft ipfa propofita, cujus termini Unguli multiplicati funt per Tuos 
exponentes. £rgo &c. 

117. Aquatio fupra inventa fponte diftribuitur in duas feries, quarum 
una , divifa per x , eft 

(x +-») ? {rx r ~ l +-(r- 1) Ax~ y +-{r- 2) +- (r — }) Cx”“ 4 ... -+ 

2^+- P) 

altera, pariter divifa per x, eft 

<7(*-}- ») 7 ~' x (x r +- Ax 1 -i- Bx r ~ z -t- Cx r “~ 3 ... -t~Px' -f- gbc 1 -f- Px 4- 

quae fimul additae complent inventam. Eft autem prima feries fadbum ex 
ipfius x-h-v poteftate q in aequationem radicum aequalium ipfius x r +- 
Ax i +- &c., 8c fecunda feries eft fa&um viciffim ex aequatione radicum 

aequalium poteftatis (# +- m ) 1 in propofitam x r +- Ax~~ l 4- &c quod eft 
obfervandum. 

Praebeamus exemplum arithmeticum. PSquatio 
x 7 — 3 ix 6 -*-4oix^ — ijsnx* - 4 - m prx^iffifx 1 -4- 29877* — 13127. ss o 
conficitur ex 

* 4 - 20 X J - 4 -I/OX x -foox-4-627 SOS (x- 

& ex 

X 3 — Iix‘-j-5ix—21 j=j O :s (x — 1) (x — 3) (x — 7) 

iEquatio propofita feptimi gradus, multiplicando quemque terminum per 
fuum exponentem, & fa&um dividendo per x , dat 

7**— i86x f -4-2oc7x«_ 11 i64x’-4- 3 J787X 1 — 71070X-4-29877 2S0 

Hier :S 3* 3^45 «es —7. Igitur, ex theoremate praecedente, 

X {r+q) x-yr») (xh-») ,- ‘ — x'( 7 *-'S) (x-j)» s (7*«-ifx') (x-f)> es 

7 X? - I 20X* -4- 770** - 2000 X 4 -*- 1877X 3 

& 

Ax ((r-+-<j — 1) x-f-(>— 0*0 (*-*-»)* z=i —fix*( 6 x—10) (x—7)5 

(— 66 x* 1 iox 1 ) (x—7)* •—» — 6 dx 6 4 -1 ioo** —6<^oo.v*-M67oox , 13770X* 
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Et duae partes jam inventae, fimul 

yx 7 — i$ 6 x 6 -f- iSpox* — 86oox 4 -4- 18377* 5 - i37fox\ 

Jam 

(('4-g-i)x-+- (r— i» (x-+-- ju:( rx _ r ) (x-y) 1 - 

('JT**—'fP) (* — f)> =S 

-+- 1JT*'-24S0V 4- 1 3 pfox» — 31 ooox * -t-193 /j-x , 

quam adde fummae priori, & invenies 
yx 7 — 1 $ 6 x 6 -4 -100 fx* — 11 c&dx*-+- 3 2 3 zyx* — 44770X 1 IP37f* 

Tandem Cx~ 3 ((r-t- g- 3) *+(>•—3)») (x-*.u,) ?_I =3 - ai (4*) 3= 

- 84* 4 -+. i2<5ox J — 6 $cox' -4- iopoox 

Et, addendo furamae jam inventa:, ac dividendo per x, repcries «qua- 
tioncm fuperiorem. n 

Patet autem hanc habere tres radices aequales, quia dividi poteft per 
(x -f) J , manente quoto r 

7* 3 — Six*-bi 6 fx - 239:30 ' 

128. Si vero plures eflent aequationes radicum aequalium inter fc mul¬ 
tiplicatae , ut 


(x -4- (x 40 ' (* ■+■ x)*: &c. 

aequatio inventa poft confuetam exponentium multiplicationem dividi pof- 
fet, 

per (x -+- w) f ~ 1 5 per (x -4- i per &c. 

Ex. gr. fit aequatio- 

. ipx tf - 4 -pox f — 282X 4 -4-70ix 3 — 407X 1 -4- 272X— do ^ o =S 

(x-i}» (x- *Y (x-j) (x-f) ss o 

Haec tra&ata fecundum regulam, dat 
7 * 4 — 9ox , -4-4pox 4 — H28x r -4- if03x*_814x4- 272 33 9 
quae divifa per 

x ' “— 2-x -4- 1 (x-i)* — (x-0' 7 ~ I es o 


o 
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relinquit quotum 

7*4--4- ipr# 1 -47 C * -H V* — 0 

Quotum hoc divifum pcr # 

* - 2 S3 (* —1)‘ =5 (*-i)' -1 =3 O 

praebet 

7#t-62* 1 h- 167*-136 o 

&haec pofterior aequatio neque per *-1, neque per * — z dividi poteft. 

Hp. Hujus rei ratio eft, quod ultimus compofitae terminus eft ipfe ter¬ 
minus ultimus quantitatis 

S(*-4-»y (*-+•*)“ nempe SJ 4/ x &c. 

Cum autem tota haec quantitas fa&a e poteftatibus inter de multiplicatis, 
multiplicari debeat in lingulis terminis per exponentes ipfius, * , terminus 
ultimus multiplicatus erit per o. Hoc evanefeente , tota feries dividi po¬ 
terit per#, qui per multiplicationem adjungi poterit ipfi S, 6c manebit, 
neglc&is terminis feriei arithmeticae, 

(x-4-4'/ -1 &c. 

130. Si eflet *-4-*> #-+-^±7 atque ideo fi quantitas furda eflet 

in aequatione radicum aequalium rationale, neccffario eflet eadem poteftas 
alterius binomii #-+- 4 ' =: x + a+Hb (N\ 4f. pag. ip. hujus.). Tunc 
ultimus com politae terminus eflet 

s* (*-*-<*-=3 

• ■ • & fupereflet aequatio rationalis. 

Ita aequatio 

1 =5 o =3 (*—1 —Vl)* fjf — t -I- Vi ) 1 S 3 (*’—i* — i ) 1 
fit, ex regula, poft divifionem per 4 
*>_3* 1 #-4- 1 53 o 53 (# l -2*—•■*) (* —0- 

13r. Patet idem accidere quando radices aequales funt imaginariae, quia 
& ipfae femper funt binae oppofitae, £c fa£tum ex binis erit formae 

**-4- 2J# -4- of -4- b 

' Sit 
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Sic ex. gr. scquatio 

x 4 _4* 3 -4- io*' — I2x-+-p ^ o ^ (x — i -f- V — i) 1 (* — i _ V — 2j x 
Hinc, per methodum confuetam , habetur 
4 * 3 ~ 12 x\+- 20 X-I 2 * } — s (x— n-V—2) (x—1— v'—2) (x— 1) 

Ubi una eft poteftas ejusdem radicis (x-f- 
152. Confiat ex N°. 123. pag. 121. hujus; aequationem compofium di- 
vifatn per (x -f- 1 

relinquere quotum, quod fic feribi potefl: 

-4- rux r -t- (r— i)A»x> — * .. +4Ma^ -f- 3Pax’ -4- 2Qa)x t -f-R ft x 

(r-h3)x r ’ 4 " I -f-(f-i-5-i) Ax r -f-(r-f-g —i)Bx r ^ r .. ■+■ (34-3) PxV (3-4.2) — 0 
Q* 3 -f- (q- f- i) R* 1 -4- gSx 

133. Quare fi cognofcatur una e radicibus aequalibus &>, & earum ma- 
merus g, facile detegetur aequatio, quae cum fx-f-a>)/ confecit propofitam. 
Nam quoti fecundum terminum multando quantitare r<* , 6c reliquum* divi¬ 
dendo per /*-4-g —1, invenietur A, coefficiens inveniendus fecundi ter¬ 
mini. Hunc multiplicando per (r — 1)«, auferendo a quoti tertio termi¬ 
no, 8c refiduum dividendo per r-f-g—i, invenietur Bj 8cc. 

Sic, N.°. 124. pag. na. hujus, erat 3 s 4; « s f, 5 ( quotum 

7* 1 — 81 v* -f- z 6 f -2.39. 53 o 

cum fit g-4-r 55 7, & g 45 eft r ;=: ] > ac rw zz 1 f : fed 81—15- — 6 C y 

atque 2 ? ^ 11 Sh A. Jam (r—i)w ~ io> & (r~i)«is 110, At- 
6 

qui 267—110 ~ 175*, & =3 3 r. Quare 5 ~ 31. Tandem (r— 2)* 

0> i 

~.f> (r—i)«B ~ iff, &2jp-iff =X 84; & ~ =5 zi 5 ergo C s ii, 
& a:quitio inveftiganda eft 

% x 3 —1 ix’ -+. 3 ix—21 o 

Qualis reipfa erat. 

«s 134. Quotum jam inventum, nempe divifum per x, continet fummam e 
duabus aequationibus limitum, quae inferviunt ipfi multiplicanti,. 

x yfx r r -4- i 3 x' x -4- Cx —3 -4- Dx r ~~ 4 ... -4- ■+* ^x 1 4 - f- S ^ o 

H&< 
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Harum una dedu&a eft e propofita , multiplicando fingulos terminos 
per terminos feriei arithmeticae , 

(r— i)»* (r—2)«j (r—3^**, (r-4)« ... 3«> 2»*, o 

alteram vero dat propofita, cujus termini, more folito, multiplicati funt 
per 

(M-^} 1)} (r-ng - 2)5 (r- 4 -g- 3 ) ... (g- 4 -j)> g-t-i)} fg-*-i)i f 

135*. Quando ed g :=: 1 ; vel una eft radix fibi aqualis, aut, (quod idem 
eft,) radices omnes inaequales funt, propofita fit 

(x+v) (/ -4- Ax r ~ l -4- -+- C/ -3 ... $x' -t- /V Rx -4- S SOS 

# r-Hr -4- -4- («y/-4 -B)x 1 -4- («£ -4-C)* 3 ••• ■+■ ( W i^,-+*«P)* 8 * + ’ 

[uP R)x x -4- (*>P 4 - S)x -t- «S :=J o 

/ 

& quotum N». 133. evadet 

(r+r i)*Vr (« 4- A)x r ~~' (r—1) (w/f+- B)x r ~~ x 4 - (r—2) («5 4 - C)x 3 -+ 

.... -h l(«P 4- -h ~ 0 

Prorfus ut N°. 104, pag. 114. hujus. Quare id quod ibi demondratum 
cft, nunc alio pa£to demondratur. Alio patto, inquamj nam quod pote¬ 
ns ^ n 9 fi c j us finguli termini multiplicentur per exponentes ipfius.v, 

praebeat nx f*+- */*”\ etfi quafi corollarium dedu&um fit N°. 110. pag. 
ii<5. hujus a propofitione generale, tamen per le patet. Quandoquidem 

omnes potedatis (x -4— «)” termini, praeter primum & ultimum, habebunt 
n inter coefficientium Fa&ores, per theorema binomiale. Sed multiplica¬ 
tio per exponentes ipfius x , delet ultimum terminum qui multiplicatur 
per o, fic primum multiplicat per n. Ergo poft hanc multiplicationem, 
omnes termini funt multiplicati per n\ fcd & per *, quod condat. Qua¬ 
propter Fa&or nx praeponi poterit fummre terminorum fuperditum, quo¬ 
rum primus exponentem habebit n —1 , fecundus n -2j ficc., qui funt 

exponentes potedatis (* 4 -a)* - * 1 . Item fecundus ejus terminus, qui nunc 
habet coefficientcm unitatem , multiplicatur per n —1 : tertius, qui nunc 

habet coefficientcm , multiplicatur per n — 2, & coefficientem 

habet 1 ~iUc. Hi autem funt cocfficientes potedatis (x-\-u) n 

qua: debet haberer» terminos, quot relinquit, pod multiplicationem, po¬ 
te das 
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teftas (x u ) n ; haec enim habebat »-4-1 terminos, quorum ultimus ex- 
punCtus eft. Ergo &c. 

1$< 5 . Quanquam (tf-h»)”” 1 contineat n -1 FaCtores a-quales, tamen, 

Ut habeatur sequatio vera & completa, fumi debet ejus multiplex n(x+o», n ~ l . 

Sunt enim in (x -+- ») .Factores aequales numero », quorum quisque, or¬ 
dine , potelt auferri per diviAoncm. Erunt ergo omnino n quotientes di- 
verA. 

1$7. Ut lux affundatur huic afferto', ponamus aquationis ordinis «Facto¬ 
res efle 




ad numerum n\ Sc aequationem ex his conflatam efle Q. Si haec dividi¬ 
tur per Angulos ordine FaCtores, manebit poft Ungulas diviflones 


A : A. a„ 


x n- * 9 x -+-b 9 K + ;’ x 9 x - 


& quotientes erunt numero ». Nunc denotet x+m ambigue Angulos 
divifores hujus quotientis, vel Angulos FaCtorcs aequationis Q^, habebitur 


_SL. ... . _A. . Q- 

x "1— .v 4 - m 9 x+- m 3 x-\rm 9 x+- m 9 


ad numerum n. Sed omnes exprimi debent. Fiet ergo -- 5 = -. Exprimat 


nunc x 4 - m urmm e FaCtoribus aequalibus, & patebit propoAtum. 

158 Ex obfervatis N°. 127. prg. 124. hujus, poteft intclligi quod A 

cAet 

_ ^n' m —I . 1 m —z m — T. . , _ 

* 4 - » ~y -V ay 4 -by 4- cy J ... 4 - py'+-qy 4 -rjrq-j ;=* Q. 


-f -ay 4 -by 4 - cy 3 ... 4 - py' 4- qy' 4- ry 4 - s 53 Q. 

iEquatio, quae ex n radicibus aequalibus ipAus 


f m , m —r . » w—1 , ?r—'* , , ^» 

(jK 4 - ay \-ly +- cy ... 4 - py ' 4 - 97 4 - /7 4 - j) 5 (^' 


unam adimit, eft 


«7 4- (m —i)fy w ~ z 4- (»/ — 2, 3 ... 4 - 4-2^7 4 -r) s- »Q^~ X 

Idem deduci, poteft ex N*. 124. pag. m. m. hujus. 

Sed rem demonftrarc non pigebit. 


Sint aequationis O FaCtores 
Tom. II. ^ 
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y+-«iy+-&iy+-yiy+“*i &c. 
ad numerum m } vel fit 

0^=; / ; 4 - ay*~ l *-by m ~~~ ... py'+- qy'ry+-s sa 

(jr-H*) (r-*- © (y+-*) (j ■*-*>• & c - 

quaeritur quomodo exprimenda fit per Q aequatio ambigue repraefentans 

(yl-*) n (y^&) n (y+-y) n ~ l {y J ir-*) n &c.-, S&cj 

&c. 

Jam quantitas 

rnj m ~' +- (Im —+- (W—... 4- ?#' +- iqr +- >■ 

ca eft quae oritur ex aequatione transformata ut N°. 137. pag.praeceden¬ 
te , atque ideo exponit ambigue 

y 4- et y+- /3 y +- y y-H^ 

Eft autem 

—s (r-t-| 3 ) (f-t-}-) (y+- i) Scc.j & 
y+~» _ „ , 


Q” -- ' S 3 (y 4 - «)” O-t-W 


- Ii)" ' (y +~ y)" ~ (y 4- <0 &c- 

Quapropter 


_iL . Q”— 1 =5 1 0 +-«’ 0+-y>’ 04-J) 8 &c. 

y +- Ct 

Continet igitur »-1 Fa&ores aequales ipfi y Sed ca ut comple¬ 

ta habeatur, multiplicari debet per n. (N°. 131. hujus). Ergo &c. 

Eft autem —dimenfionum m— 1, & Q^ -1 dimenfionum mn —w* 
y ^— & 

quare quantitas inventa eft dimenfionum mn -1, ut debebat. 

Sit, ut exemplum demus, 

Qz: x' — 1 ix* -t- 31* — 21 s 0 


0 



4Dcjpurir. ijt 

&, elevando ad fecundam poteflatem, 

Q 2 ^ x 6 -22**4-183*«-724**4- 1423* 1 -1302*4-44T rs o 

Haec multiplicata per exponentes, 8 c divifa per *, fit 
6 x *-1 io« 4 - 73** 5 -2172**4- 284^»*-1301 =5 0 S=2 

2(3**-22*4— 31) (* } - 11**4- 3IA?-2l) 

Ubi aequatio limitum propofltae eft Faftor unus 
3* 1 -22* 4-31. 

140. Si exponens ipfius Q^eft fra&us, velut j~~ r ^ ^ico aequationem , 
quae continet numerum Fa&orum aequalium unitate minorem quam ante, 
conflare ex aequatione limitum ipfius Q^du&a in exponentem fra&um 

& in ipfius poteflatem unitate minorem quam ante, cujus nempe expo- 

n » - r 

nens eft-- s -. 

»4- r »4- r 

' Nam, quia exponens ipfius Q eft — , ponitur conflare e nume¬ 
ro n-\-r Fa&orum aequalium, qui eam reflituunt inter fe multiplicati, 
vel quorum unus cveclus ad poteflatem » 4 - r conficit ipfam Q^. Sit ergo 

n n n n 

r\n / x» 4 - r , n\ H *~ r / , \ n 4- r , 

Q. — 04 -«) (y 4-/3) (y+-y) &c. 

quaeritur quomodo per Q^Sc ejus poteflates exponi debeat 

- r n n 

O (y+-V n ^ r (r-Scc. 

Jam eft 

Q. (y+-*) (y+-&) (y+-y) Scc., =sOm- 0 ) (y-t-^OCy 4 -d)&c. 

atque 

r r r r r 

OT 4 "” - 0-*-«) r4 - W (T 4 -/ V 7 * 7 ” 04 -#/- | - W 


Scc. 

Qua- 



c OM M E NT A R IV S 


x—L- x-JL 

\ (*+-*) r4 ~” Jcc. 


Eft autem ~ = ’~Z~ ~ ~ Q-«*re Patet Propo- 

fitum, quod pertinet ad ipfas quantitates. ... . . 

Quod fpeaatad ccefficientem, toties repeti debet quantitas' inventa». 

n 

quoties divifor j-4-« continetur in 'a continetur autem 

quia /+- * eft .. ma poteftas ipfius (y - 4 - ^ • Ergo &c. 

Exemplum dabimus rationale fub forma irrationali, ut melius veritas 
theorematis difpiciatur. Eft 

_ j^ 2 )) ^ 33 A ; 4 — 66x x - & ~ ° — Ql. 

quapropter 

2 

qJ =s (**—3*+-*)% 

Hujus «quatio radicum «qualium eft 

2( 2 x_3) C* 1 - 3 * 4- 1) — 4 * 3 -z6*-i*- 

fed fecundum regulam hujus numeri, «quatio radicum «qualium ipfius 


a 5 , eft 2 

~—1( 

(<5**_ 4 f.v*-Hi 3 ix J —i3p* v +- 132 *- 3 <S) Qj 

Et O 1 — Q. * s- 3v-v-^j per quam fi dividatur pr«- 

cedens, invenietur «quatio radicum «qualium, qualis efle debet. 

141. Tandem quando «quatio propofita fra&a eft, qualem repr«fentat 

Q. e j us «quatio radicum aqualium eft exccflus, quo faftum e deupmina- 

tore 
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rore R in aequationem radicum aequalium numeratoris fiperat fadhmi 
viciflim e dcnominatoris R aequatione radicum aequalium in numeratorem 
divifus per denominatoris quadratum. 

Nam ponamus 2 -^ S, aequatio radicum aequalium fradiionis propoli- 

tm erit aequalis fimili aequationi ipfius S. Eft autem Q. :=: RSj fic «qua¬ 
tio radicum aequalium ipfius Q.eft fadlum ex R in aequationem radicum 
aequalium S, una cum fadto ex aequatione radicum aequalium R in S (N 3 . 
117. pag. 114. hujus). Ergo utrinque auferendo pofterius fadlum, ex- 
c.cflus, quo aequatio radicum «qualium ipfius Q^fnperat fatura ex S in 
aequationem radicum aequalium R, aequalis eft fadlo ex R in aequatio¬ 
nem radicum «qualium ipfius S5 ac multiplicando per R, exceflus quo 
fadlum ex R in aequationem radicum «qualium ipfius Q^, fuperat fabrum 
cx RS , vel ex Q^, in aequationem radicum «qualium ipfius R, «qualis 
eft quadrato ipfius R multiplicato per «quationem radicum «qualium ipfius 
S , ac dividendo per quadratum R 3 ficc. 

141. Si quaeritur* «quatio, qu« contineat n -2 Fadlores «quales, 

«quatio qu« ccntinet n -1 Fadlores «quales tradlanda eft fecundum me¬ 

thodos jam traditas, fic fic pergendum eft donec unus fuperfit Fa&or 
«qualis. 

142. Quare fi «quatio fit integra & rationalis ol-dinis «, fic ea habeat ra¬ 

dices «quales numero <7, ut una fuperfie radix «qualis, llatim multiplicari 
poteft per numerum q — 1 fericrum arithmeticarum inter fe dudlarum in 
fingulis terminis vel columnis. * 

n 3 n — iy n — 23 n — 33 n — 4 ... 4; 3.$ 25 13 o 

»— ii * — z > » — ■« — 43 n — f ... 35 23 13 o 

n — 23 n— 33 »—45 n — fj n — 6 ... 23 13 o 

Sic. 

143. Hic redit obTcrvatio N/. 1 19. pag. 120. hujus3 nempe fi tre» 
fint radices «quales, evanefeet tertius ab ultimo terminus transformata: 3 
etiam quartus fi quatuor3 ficc. Cum autem hi termini deducantur quilibet 
e pr«ccdente, multiplicando fingulos pr«ccdentis terminos per terminos 
Seriei■ arithmetica: divifos per eundem diviforem (N 9 . ip^ag. 6-2. hujus)} 
Sc pro his terminis aflumi poflint termini alterius feriei arithmer « (N . 
Mo. pag. 114. iif, hujus), atque ideo multiplicis, hinc optime confir¬ 
matur Numerus praecedens. 

Regulam hanc primus tradidit HUDDENIUS incpiftola.il. ad SCHO- 
TENIUM, qu« eft in CARTESII Geometria ficc. latine edita Amftc.o* 
dami ex Typographia Bl&viana anno 1^83. pag. 707. Audior acuiulimus 
c am traducit ad maxim% fic minima , (quod fic nos ftatim fadturi fumus ,)j> 
a ptat ad «quationes fradtas, fic ad eas, qu« plurcs incognitas comple&un- 
tur. Eandem demonftravit HUGENlUS (Oper. var. vul. 1. p.ig. 4 P°- 
edit. Lugd. Batav. apud Janfonius van der Aa 1724). 

R ? 


144^ 
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144. Uterque pfo fra&ionibus hanc tradit regulam. Quantitates ca- 
gnitx, fi qua: adfint, deleantur, praeter eas qua: tunt in tru&ionis deno- 
minatore. Quantitates reliqux, u non habent eundem denominatorem , 
co reducantur. Singuli termini numeratorem conilituentes ducantur infin- 
gulos terminos denominatoris, & produda fingula multipla fumantur fe¬ 
cundum numerum, quo exponens incognitae in termino numeratoris dif¬ 
fert ab exponente ejusdem in termino denominatoris. Signa ponantur ex 
lege multiplicationis, quoties exponens numeratoris major eit exponente 
denominatoris 5 quando fecus, figna contraria. Hanc regulam recidere in 
illam , quam attulimus, facile patebit. 

I4f. Si inxquatione, cujus radices pofitivx funt exdem qux N° 71. 
huius pag. ic6 , (nempe expretos litteris grxeis, & crefcentes ab ultima 
u primam verfus,) ordine, fubfiituatur pro incognita quantitas a , major 
quam <r, & omnes prxcedentcs , ultimam verfus, fed minor quam 8c 
omnes fequentes primam verfus s fa&um quod hinc orietur, conitabit c 
differentiis 

a — u jj a — vJ/j a — Xy a — $ ... &— a — £> a — x-y 8cc. 


(N°. 91. hujus, pag. in)*, quarum a -«r & omnes qux praecedunt ad 

iiniftram, funt pofitivx, quia e majore a demuntur minores «» 4 * 

fcd a — %y a — x, & reliqux fequentes ad dextram, funt negativae , fiqui- 

dem a minore a auferuntur majores * 5 ** &c -- r 

\±6 Quia hic tantum quaero fa&i quantitatem, non lignum, (quando¬ 
quidem aeitur de fubftitutione quantitatum quae funt inter duas proximas 
radices tc fada oriunda ex his fubftitutiombus habent idem fignum, & 
quantitate comparanda funt) afTumam, pro negativis defeaibus, exceifus 
pofitivos e _ dj x — a, qui defedibus aequales funt, fcd oppofiti. 

147. Quo magis crefcit a, eo magis crefcunt primae quantitates 

a _ a — 4-5 a — X > a -^ a — * 

& co magis decrefcunt alias illae 

^_ d-y x - Cl y 0 - d j &C. 

Crefcit igitur faaum e primis, & decrefcit faaum ex aliis. Quare fa&ut* 
cx omnibus inde crefcit, hinc decrefci^. 

148. Tamen hxc fa&a crefcunt ad certum finem ufquc, deinde dccre- 

fC Quoniam enim pofuimus a -«r ultimam quantitatum pofitivamm, etiam 

praecedens a —t pofitiva eft-, & minimum a — <r -- 1; ac a =3 t+- 1 * 
quia fubftituuntur numeri integri. Quapi opter in prima iub ititutione ra- 
etores pofitivi erunt 


t-H- U -y T+I - 'l' > T ■+■ 1 - xi T 


& 


-4- 1 —. 4> ... I. 
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& Fadorcs negativi, fignis mutatis, atque ideo fadi pofitivi, 

£ — T — 15 Tt - *r — 15 0 — T — 15 »— T — 15 T — 15 &C. 

Sed, quia fubftituuntur, ordine, numeri naturales, erunt in fecunda 
fubftitutionc Fadorcs pofitivi 

T+i-|) T+2-^j 7 + 2-^ „„ i 

& Fadores negativi, pariter fignis mutatis, 

£ — T— 2j !T-T-2i 0 —T— 2J £_T_2i v—T—2i ^ — T — 2* &C. 

Singuli Fadores pofitivi prima: fubftitutionis, minores funt quam fingu- 
li Fadores pofitivi refpondentcs fecundae fubftitutionis. Ergo hadenus 
fadum e primis minus eft quam fadum^e fecundis, ut jam obfervatum eft 
N°. praecedente. Praeterea eft 

(t- 4 - 2 —«) (t-J- 1—40 = (T-f-I— 40-4- I ( T -+*1 — w) -4- I (t- 4 -I—40 - 4 - 1 ~ 

AB + A + B+ 1 

ponendo -4- t i — co ~ A i Scr-t-i — ^ 53 B. 

Eodem pado, Edum e tribus 

(AB-+-A-4-B-+-1) ( t + i — x ) 33 (AB-uA-f-B) (t-4- 1 —%) -4- 1 (AB-t-A-hB) -4- 

1 ( T -4- 1 — x )-+. 1 22; CD +C+D + 1 

ponendo AB-i-A-+-B C; Sct-j-i — ^ rs D 

145). Ergo quando fadum cx omnibus Fadoribus pofitivis primae fub- 
ftitutionrs exponitur per MN; fadum c Fadoribus omnibus pofitfvis fe¬ 
cunda: fubftitutionis exponendum erit per 

MN + M + N + I. 

ip. Eodem pado probabitur, quod quando fadum ex omnibus Fado¬ 
ribus, qui erant negativi & fadi funt pofitivi mutatione frgnorum, pri¬ 
mae fubftitutionis, exponitur per PQ^ fadum refpondens c Fadoribus fe¬ 
cundae fubftitutionis, exponendum eft per 

PQ.-P-Q.-4- 1 . 

Hoc autem fadum pofitivum eft , quia oritur e Fadoribus pofitivis. 
Sed majus eft quam unitas; nara harc theoremata excludunt radices imagi¬ 
narias, & fi r eftet quantitas minor quam unitas, eftet £ — T ~i quantitas 
ncgativa;& fi 7 s i ? eftet § —t ncutruonfieri poteft innoftrocalui 

Cum 


COMMENTARIUS 


Cum ergo iit j-t- i major unitate, & r — t - i major quam T — i, 
&c; feu plures fint hujusmodi Fa&ores, feu fit unus, femper erit 
PQ^—P— Q^+- i major unitate, quare £c 

(MN + M+N + i) (PQ_—P — CL-f- 0 major quam MNPQ^ 

„ ifi. Crefcunt ergo fa&a a primo ad fecundum. Nunc demonftrandum 
ea pariter crefcerc ab ultimo ad penultimum. Quod eft facilius. Cum 

enim debeat efle a -^ quantitas negativa, minimum, erit a~ _^ z=i_i 

& a z=i { — i. Tunc ergo ultima: fubftitutionis Fa&ores pofitivi erunt 

X —Wi ?— I— — I —X> e— I—$} £ — I — u : &c ... ^ _I 

& negativi, fignis mutatis , ut fupra 

I; 7T — ^ -f- I J V — ^ -f- I 5 ]“-£■+- Ii 5cc. 

Sed in penultima fubftitutione, Fa&orcs pofitivi 

i —«5 $ — 2, —— i—f— 2 — — 2 — vj 5 cc ... £ — (T — 2, 

ac negativi, fignis mutatis 

2} n - Z + l, 0 -I- f -.f + lj ^-f-4-2. &C. 

Seponendo, ut fupra, fa&a ex ultimis MN ac PQ^, fa&a e penultimis 

erunt MN-M-N h- i ac PQ^+P-f Q-+- r. Et quia ?- n _ z 

debet cfle quantitas pofitiva, erit ?- <r -i major unitate, unde fa&um 

c penultimis majus fa&o ex ultimis. 

if2. Cum ergo fa&a crefcant, tum incipiendo a primo ultimum verfu*, 
tum incipiendo ab ultimo primum verfus, confiat eadem, incipiendo a pri¬ 
mo crefcere ad certum finem ufque , & deinde decrefccre. Eft ergo 
fakem unum fa&um omnium maximum. 

if3- Exponat littera y, fa&a quas oriuntur c fingulis fubfiitutionibus. 
Erit ergo 

Ax m—i -4- Bx* - ' -+- Cx 17 3 .... -4- Px J Qx’ -4. Rx S ^ y 
vel 

-4- Ax W ~ T B.v” -f-Cx” - ’ 3 .... -4- Px 3 -4- Qx l -4- Ra; S zH o 

Nunc, aut plures funt ipfius^ valores maximi, atque ideo aequales; aut 
unus eft maximus. 

Si plures fint maximi, habebit aequatio plures radices aequales. Si unuf 
eft maximus, duo erunt valores aequales hinc inde a maximo; nam, etiamfi 
per numerorum naturalium fubilitutionem fadto crefcant per faltum, reipfa 

crefcun» 
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crefcunt fluxu continuo. Si enim pro 15 i-, &cj ponerentur numeri i* 
vel 1, 2,&c., fa&um medium inveniretur inter duo oriunda ex 1 8c 

ex i: fi i} ii. vel t,if S i-i vel 1,70; ii vel 1,77; 2, tria media 

invenirentur} & fi numeri 1, & 2 exponerentur lineis, quas crefcunt fluxu 
continuo, innumerabilia. Quoniam autem eodem pado decrefcunt fa&a 
quo creverant, oportet ut duo fint hinc inde asqualia. 

if4 : Sumatur igitur asquatio, quas propofitas tft radicum sequalium, £t 
habebitur numerus radicum aequalium unitate minutus. Hasc ergo conti¬ 
nebit maximum valorem. At hasc aequatio eft ipfa asquatio limitum, quia 

hic ultimus terminus eft s -y, qui evanefeit dum multiplicatur pero. 

Ergo asquatio limitum continet maxima fa&a. 

In exemplum aflumamus asquationem 

x i - fjx l + 9$6x - 3780 53 o 

cujus radices funt 5 } 215 30. Ex regula habetur 

3* 1 -U4* + p$6 =3 o =3 x 1 -38X-4-312 

cujus radices funt 12, & 16. Ponendo r s 12, propofitas fa&um fic fa¬ 
cile invenitur 

** — S7X' S (X—f7)x* s (12 — f7)x* s— 4 pf\ 

Ec 

X 1 - T7 x ‘-*-!>l Sx ~ - 4S X ‘+ S>3* x =3 ( -4T-V-+- 9$6)x =3 

(-f 4 0-*-J>}<5)x 52 4-3SI5X =5 47fl 

unde auferendo 3780, manet faftum +- P72 
fed ponendo x s ii, habetur 

*' — f7*‘ « (*— S7) x ' =2 (” — f7)*‘ * —4dx l 
Item 

-—4<Sx 1 -t-P3<fx z:( —4<ta-4-p3tf)* sn (— 5 =; 4756 , 
unde auferendo 3780, manet fadum q- pyo priore minus 
Item ponendo x :=3 1 3, eft 

*’—f 7 * 1 a (-+-1 3 —f 7 )*‘ =3 — 4 +v‘i 

S & 
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_ 44 XN-J >f6x =:(— 44 x-t-pf 6 )x ss(.—f 72 -*-p 3 <S}* =3 -h3<*4* »473» 

unde auferendo 3780, manet faftum pp, item priore minus. 

Vix autem differunt duo fafta pp, & pfij unde conflat quod vel pau- 
Iifper augendo 11, vel minuendo 13, magis accederetur ad aequalitatem. 
Ponatur nunc x s 10, habebitur 


x 5 — f 7 X 2 :=3 (io — f 7 )x* s=i —'47 * 1 
& 

-47x 1 -^-P3<Jx e=!(—47x-+-P3<S)x (—47°-*-P3<*)* »4<*fo 

unde auferendo 3780, manet fa£tum adhuc minus 880 
Tandem ponatur x :=S 145 erit 

-$7*’ =5 (14-f 7 )x‘ ss -43**» &-43**-I •*&* » 

(-<So2-hp36)x ^ 334X e=J 4676 

unde auferendo 3780, manet facium 8pd, item minus. 


Tgitur tum augendo, tum minuendo numeros fubftitutos, fa&a minium* 
tur. Praeterea fa&orum refpondentium differentia augentur, quandoqui¬ 
dem duorum maximo proximorum differentia eft i* & remotiorum diffe¬ 
rentia ell 16. Siquis autem poneret p & 1 f differentiam fa&orum inve¬ 


nire L 

1 f4. Vera quantitas media inter duas eft earum fumma dimidiata. Hinc 
flatim recideremus in duas radices sequales, nam inter « & 4/ media eft 

. q U x fubllituta dat unam differentiam —-« E 3 ~~ , & 


aliam ^_4, en --qua funt aequales, quamvis oppofitae. Sed, 

hsc duae radices, inter quas quaeritur media, non funt aequales 5 atque ideo 
propofita non habet radices aequales. Ergo ea, quae fecundum regulam 
deducitur e propofita, continere non poteft unam e duabus radicibus aequa¬ 
libus, quae non funt. Si vero vellemus ut edu&a habeat duas radices 
aequales, haec multiplicari deberet per progreffionem arithmeticam, & ad¬ 
duceret ad fecundam aequationem limitum. 

iff. In exemplo N ; . ip. attigi rationem fubflituendi numerum datum 
in aequatione propofita. Haec ratio rem reddit facillimam, liberat a pote- 
ftatum formatione, & aliquot multiplicationes tantum poftulat. Ideo fu- 
fius explicanda videtur, cum nemini quod fciam, venerit in mentem, quod 
miror. 

Huc 
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Huc tota res recidit, ut in unam fummam cogantur duo termini pro¬ 
ximi $ ftatim primus & fecundusj deinde horum iumma & tertius, atque 
ita porro. 

Sit aequatio generalis, ordinis #, confueta, & in ea pro x poni de¬ 
beat 4. Incipio a duobus terminis altilfimis. Cum fit 

x n -4- Ax n ~ l » x n ~ l (x + A) (tf + A)* 

pono * pro A. Igitur fumma duorum priorum terminorum eft «x* 
huic adjungatur tertius, eritque 

#x n 1 Bx” 1 r=s x” (ct.v - 4 - B) x -4- B' s 

fit •+■ B ~ fi, fumma trium priorum terminorum fiet &x j &, ad¬ 
dendo quartum terminum, fiet 

| 8 x ” —1 ■+■ Cx ”~ 3 =3 x " -3 Ox-t-C) =3 *"~ 3 (Ha + C)i 

ponatur | 3 a -t- C 33 y ; ertit yx * -:3 fumma quatuor priorum terminorum 5 
& fic de reliquis. 

ip6 . Si nulli deficiant in aequatione termini, una erit multiplicatio, & 
Una additio vel fubdu&io (pro fignis coefficientium) in conjun&ione duo¬ 
rum terminorum continuorum. Deficiet additio vel lubductio, ^fi qui de¬ 
ficiunt termini in aequatione. Primus, ex. gr. terminus poli Cx 3 , fit 
Gx”~ 1 . Summa ha&enus inventa, erat yx 3 . Eli ergo 

yx* 3 -4-Dx* 4 =3 x"~ 4 (yx -4- D) 7 =i x* —4 (yx o) ^ x" -4 yazz Zx"~~ 4 

Item 

+ 33 x*“ 5 (Jx+E) 33 x”" 5 (Jx-t-0) 33 X— 5 sa 33 f x"“ s 

Pariter 

+ a x ”" 6 (« + F) 33 x *“ 6 («x-t-o) 33 x "~ 5 t- 33 

Denique 

Jx* - ^ -t-Gx* —7 =3 X*" 7 «X + G) 33 x'~ 7 ({« + GJ 33 x" -7 ,, &c. 

Tamen, quando res facilior Tidebitur, omitti polfunt termini nulli, hoc 
patto 

+. Gx” -7 33 x" -7 (*x 4 -t- G) =3 x” -7 (>*«*-G) 33 &c. 

S z 'f7\ 
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if7* Hinc demonftrari poteft in genere theorema, quod tradi folet. 
/Elationis maximus coefficiens negativus , unitate auttus , fuperat maximam pror 
pofit<e radicem pofitham. 

Sit aequatio, cujus omnes termini negativi, praeter primum 

** — Ax* -1 — B** —1 — e#* -3 _H/- r .... S B o 

& fit H maximus coefficientium negativorum. Fiat 


x zz y-h H-t-i 


dico transformatam habere omnes coefficientes pofitivos; atque ideo (per* 
N u,n 3?.p <S4.hujus,) cfle H-*-i majorem quavis radice pofitiva propofitae. 
Nam, quia H major eft quam Aj B> C3 D ...Si ponatur 

— A ^3 — H-4 •a; — B zz — H-4-$> — C. £3 — —S zz. — H+f 


Fiet ergo propofita 


* H H .... H*""' ... —H ^ » 

*+•* -*-0 "4 -y -4- «T 


Nunc aflumatur exponens *, & pro x ponendo H.+. i>, habebitur 


Hujus fumma invenietur pofitiva per regulam N*. praecedentis. Eft enim 


(H-»-1 )-*-(*—H)(H-*-i) 1 s H)(H-*ri / 1 =2 (i-+-jt)(H- 4 ^i) f 1 

fumma duorum priorum terminorum. Sed 

(.+»)(H+i)'~V0-HXHh-O’ _1 =: ((I+.XU+0 es 

-4-1 (3 — H) (H-t-1) («H 4 *#H“| 3 +i) (H+ i ] 1 

Et fumma trium priorum terminorum eft pofitiva3 atque, pergendo, to¬ 
ta invenietur pofitiva 

if8. Quare, fi omnes termini, poft primum, negativi funt, primus- 
major eft quam fumma reliquorum ; & fortius fi inter eos aliqui fint pofi- 
tivi, qui vel primum pofitivum augent, vel reliquos negativos minuunt. 

ifp. Ergo fi tum primus, tum fumma reliquorum multiplicetur per eun¬ 
dem numerum p j erit fa&um e primo termino in p majus quam fa&um e 
fumma reliquorum pariter in p > & fortius fi primus terminus ducatur in p; 
fumma reliquorum in numerum minorem p —q t atqilc adhuc fortius fi 

primus terminus ducatur in p-, fecundus in p — q - 9 tertius in p _ iq6 c 

fic 




ad caput i r. 


141 


fic femper minuendo numerum multiplicantem. 

itfo. Hinc & ex N" 16...ip. pag. 6j. 61. hujus, conflat transformata? 
eoefficientes omnes ede pofitivos, & demonftratum eft theorema propofi' 
tum. Quando quidem primo ponendo / •», habebitur ultimus transfor¬ 

matae terminus-, pofitivus per N«/» 157. Ponendo s =3 »—-1 habebitur 
coefficiens penultimi , cujus finguli termini ducendi funt in fingulos termi¬ 
nos progreflionis arithmeticae. 

n> n - i y n - i', »-33 »-43 »— f, Scc. 

& erit pofitivus per ifp., per quem etiam inveniuntur pofitivi reliqui 
facile determinandi. Secundo , cum hxc vera fint de xquatione , cujus om¬ 
nes termini funt. negativi, prxter primum, fortius vera erunt de propo¬ 
fita, in qua funt alii termini pofitivi. Tunc autem propofita habet plures 
radices.pofitivas, & maximus negativus coefficiens , audlus unitate, fupe- 
rat carum maximam. Raro quidem fatis prope, accedit hic limes 3 tamc* 
utilis efTe poteft. 

i6j. Ex didis confiat nullos efle limites radicum imaginariarum Si¬ 
quidem limites, major 6c minor, fubftituti in xquatione dant fada alter¬ 
ne pofitiva.& negativa (N°. 8f, pag. 108. hujus)3 & nulla eft quantitas, 
quae fub(litura in xquatianc.,. cujus radices omnes funt itriaginarix , dat 
fa&um negativum*. N-:f 114...116. pag. 1 l8 . hujus.) * fortitfs nulla qua: 
dat fadum nihilo xquaie ; nam illud femper eft pofitivum. 

i6z. Si dux radices funt xquales , nulla eft quantitas inter eas media, 
nempe minor quam una Sc major quam altera. Tunc autem xquitio limi¬ 
tum continet unam e duabus radicibus xqualibus, (N'/ 1 ip. izz. pag. 
110. hujus i) eadem unam radicem habet nihilo xqualem (N°. ioj\ 
pag. 114. hujus.) ’ Ergo radicum aequalium limes eft vel vel una c ra¬ 
dicibus xqualibus. Hinc 

163. Quando tot inveniuntur limitum paria, quot funt radices aequatio¬ 
nis propofitx , nec 0 eft limitum uuus, xquatio habet omnes radices rcales 
tc inxqualcs. 

164. Siquas radices xquales habet aliqua ex xquationibus limitum,etiam 
propofita habet radices xquales* & harum numerus facile determinatur. 
Propofita fit ordinis», & xquatio limitum fit w..ma, vel ordinis» — w, 
quoniam xquatio limitum unitate depreffior eft quam prxccdens, & prima 
Unitate depreffior quam propofita. Nunc xquatio limitum »;..ma habeat 
radicum xqualium numerum p\ numerus radicum xqualium in propofita 
erit w-4- p, quia unam aufert quaevis xquatio limitum. 

i6p. Quapropter fiqua e radicibus alicujus xquationis limitum fubfti- 
tuta in propofita, eam reddit nihilo xqualem, propofita habet aliquot ra¬ 
dices. xquales. Et fi plures radices inxqualcs alicujus xquationis limi¬ 
tum fubftitutx in propofita, eam reddant nihilo xqualem, plures funt in 
propofita feries radicum xqualium inter fej ita tamen ut una e radicibus 
xqualibus unius feriei, inxqualis fit uni c radicibus xqualibus alterius 
feriei. 
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155. Si aequatio limitum habet radices imaginarias, etiam propofita ha¬ 
bet radices imaginarias Nam fi propofita haberet omnes radices reales, 
ese fubftitutx in aequatione limitum, darent fa&a aherne politiva & nega¬ 
tiva (N°. 103. pag. 113. hujus;) quod eft contra N* w 114... n<S. pag. 
118. hujus. 

167. Sed fi aequatio limitum nullas habet radices imaginarias , non 
ideo confici poteft nullas efle imaginarias in prop fita. Nam in aequatione 
rationali, duae radices imaginariae neceflario conficiunt aequationem qua- 
draticam rationalem (N« 4f. 47. & 48. pag. 19 & 20. hujus;, quae ideo 
habet radices imaginarias, quia terminus ‘ultimus & pofitivus eft & major 
quadrato dimidiati coefficientis pro’fecundo termino. F;>6tum ex his om¬ 
nibus invenitur in ultimo propofitae termino, quem delet multiplicatio 
per exponentem. Igitur fieri poteft ut quantitas, quae radices reddebat 
imaginarias, minuta fit, ita ut radices fiant reales. 

168. JBquatio limitum ftatim eft ejusdem ordinis ac propofita; &,cum 
dividi poflit per x zs o, una radix imaginaria ftatim forte ablata eft. Ergo 
tunc 6 C alia, quas cam femper comitatur. 

169. Si propofita eft ordinis paris, ejus prima aequatio limitum, ut 8c 
tertia, quinta, Scc., eft ordinis imparis; & habet faltem unam radicem 
realem (N°. ff.pag. zi. hujus;) ergo quaevis aequatio limitum auferre poteft 
duas radices imaginarias. Quare nunc, fi duas tantum funt imaginarix in 
propofita, ipfa prima limitum xquatio; fi quatuor tertia , quinta fi fex, & 
reliqux fequentes nullam habere poterunt radicem imaginariam, a quibus 
tamen immunis non eft propofita. 

170. Si propofita eft ordinis imparis, ejus prima xquatio limitum ha¬ 
bere pottfft tot imaginarias radices, quot propofita; fed fecunda xquatio 
limitum erit impar, & redibunt obfervata in N°. prxcedente. 


CA- 


HI 


CAPUT V. 


liquationum Redutfio fer Divi for es fur dos. 

I. TTa&enus redu&ionem aquationum tradidi qux rationales divifores 
JLjL admittunt. Sed antequam aequationem quatuor, fex , aut plu¬ 
rium dimenfionum irreducibilem efle concludere poflumus, tentandum erit 
etiam ar.non per furdum aliquem diviforem reduci queat; vel quod perin¬ 
de eft, tentanJum erit annon aequatio ita in duas aequales partes dividi 
poflit ut cx utraque radix extrahatur. Id autem fiet per fcquentcm me¬ 
thodum. 

II. Di [pone aquationem fecundum dimenfiones Utera alicujus , ita ut omnes ejus 
termini fub fignis fuis conjunftim aquales fint nihilo , (fi terminus altiffimus affir¬ 
mativo figno afficiatur. Deinde fi aquatio quadratica fit {nam (fi hunc cafum oh 
rei analogiam adjicere lui et) aufer utrobique terminum infimum , {fi adde quartani 
partem quadrati cognita quantitatis termini medii. 

Ut fi aequatio fit xx — ax — b =; o , aufer utrobique —. b 8 c adde ~ at f, 
& emerget * 

1 L 1 

xx — ax ->r ~ aa s b-4- -*aa % 

4 4 

(fi, extratta utrobique radice ,fiet 

x -* a :=5 ±7 ^ aa) y fi ve * =: V(b + -I aa). 

i 4 2 . 4 

III. Quod fi aquatio fit quatuor dimenfionum, fit ca 

x*+px'-t-qxx+rx-h s =: o y 

ubi p, < 7 , r, & denotant cognitas quantitates terminorum aquationis fgnisprs- 
priis ad f eft as. Fac 

i i 

q - ~pp S r - ~*p 0. 

4 z 



bein pone pro n communem aliquem terminorum 0 (fi diviforem integrum , (fi 
n ° n quadratum , qui (fi impar effie debet (fi per 4 divifus unitatem relinquere , fi 
terminorum p (fi r alteruter fit impar . Pone etiam pro k diviforem aliqium quan- 

tita - 


, 4<f JE$yjTIONVM REDUCTIO 

t tutis •“ fi f Jit far •, vel imparis divi foris dimidium fi f fit impar 5 vel nihil, fi 

» 

dividuum /3 fit nihil. Aufer quotum de ~pk, {fi reliqui dimidium dic l. Dein 

pro Qponc 9 {fi tenta fi n dividat — s, & quoti radix fit rattona- 

lis {fi aqualis /. Si hoc contigerit ad utramque partem aquationis adde 
nkkxx -+- mklx -4- nll 9 

{fi radicem extrahes utrohique , prodeunto 
1 

xx inkx-\rl* 

Exempli gratia , proponatur aequatio 

* 4 -+- HAT-17 ~ Oj 

& quia p & 5 hic defunt, & r eft 12, & s eft-17, fubftitutis'hifcc nu¬ 
meris fiet « 53 o, /3 53 12 , & ( s -17» & ipforum 0 & fcu 11 

&_34. communis divifor unicus, nimirum 2, erit». Porro eft 6 9 

& ejus divifores 1,2, 3, & 6 fucceflive tentandi funt pro k , &—3 ,-|, 

_1,_ i- pro / rcfpe&ive. Eft autem ~ id eft U aequale Q. 

Eft & id eft --) sa /• Ubi numeri paresi & 6 

icribuntur pro k , 4 & 36, & Q&:— s numerusi erit impar adeoque 

dividi non poteft per n feu 2. Quare numeri illi 2 oc 6 rejiciendi funt. 

Ubi vero 1 & 3 feribuntur pro Q^fit 1 & p, oc QQ- s fit 18 & p8, 

qui numeri dividi poftiint per », & quotorum radices extrahi. Sunt enim 

+- ^ & i77 : quarum tamen fola-3 congruit cum /. Pono itaque isij 

7^ —IT 3, & d~ 1, & quantitatem 

nkkxx+wklx+nll, id eft zxx .— nx+ 18, 

addo ad utramque partem aequationis, tc prodi» 

X 4 - 4 - 2 XX-*- I SS 2 XX-I 2 X-f-l 8 , 

& cxtrafta utrobique radice. 
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Quod fi radicis cxtrattioncm effugere malueris, pone 

Se invenietur ut ante 
xx -+- 1 sirv'2 (x— 3). 

Et ex hac aequatione fi radices iterum extrahas proveniet 

* ^ ^2 ±T ^(- i- + 1 3 ^2,) e. fecundum fignorum variationes, 

* =5 - -'/2.+ </{\Vz - L) 9 & X 53 - ~V^2 - V(3V^1 _ i) 

Item 

*=3 ^n-V(.-— ~), & x r= - i..) 

Quae quidem quatuor funt radices aequationis fub initio propofitar, 
x^-4- nx —_ 17 so, 

Sed earum ultima: duce funt impofiibiles. 

Proponamus jam aequationem 

x * — 6 x l — f8xx —114#—11 z: 0, 

& feribendo—<J, -p8, -114, &-11 pro p, q, r. St s refpective, orie¬ 
tur —67 =?<•,-}if S jB, & — 11 3) - 3 f. Numerorum /3 & if,f eu 

— 517 & — , communis divifor cft unicus, adeoque hic erit n, St 

Ipfius »-,feu—i&j-jdivifores funt }, p, 7, ip, 11, jp, & , 0 p, qui ita* 
que tentandi funt pro k. Quare tento primum 3, & quotum — 35*, q U i 
Prodit dividendo ~ per *,feu — iop per 3, fubduco de ~pk, feu_ 3.3, 

& reftat 26 \ cujus dimidium 1 3 effe debet /. Sed feu _ 

., 2 2, 

(id eft—io) erit Qj Se QQ—J erit 411, qui dividi poteft per», feu $, fed 
quoti 137 radix non poteit extrahi. Quamobrem rejicio 2 Se tento f pro k. 
Trn. 1 L . x Quo- 




i 4 <* meationum reductior ' 

Quotus qui jam prodit dividendo ~ per A, feu — iof per f, eft —21 
hunc fubducendo d« <~pA, feu — 3. f, rcftat 6 , cujus dimidium 3 er it /• Eft: 

5 cQ^, feu id eft numerus 4. Et QC^—i*eu 16-1-11 

dividi poteft per «i & quoti, qui eft p, radix extratta 3 congruit cum/. 
Quamobrem concludo efte l ZZ 3, A s f.> Q» 1=3 4> cc»—’ 3.^ “ ** 

nhkxx - 4 - 1 »A/% -+-»//, id eft: , 7 fxx-+-pox-t- 27 

ad utramque partem aequationis addatur, radicem utrobique extrahi pofte, 
& prodire 

xx -h *-*px Q. zz V»(ix+l ) 9 feu , xx —3X-+-4 ^ 

& extra&a iterum radice 
2 2 * 


Haud fecus fi proponatur aequatio haec ce 

*«_-o* 3 .*. iprx — 27 X-*-p :=* o , 

fcribendo-P, -t -1 f, -* 7 > P r °P> 2 > r ’ rcfpeftive, emer¬ 

get-f- = «, -fo| =3 Sc =: f. Ipforum /3 5 c if, feu- 4 g* 

8c iif,communes divifores funt 3, f, P, tf, 17» 4 f> & *><l ua - 

dratuVeft, 8 c 3, tf, »7, t3 f divifiper numerum.4 non relinquunt ufljta* 
tem, ut ob imparem terminum p oporteret. Hi» itaque rejeftis reftant fo- 

li f & 4 f tentandi pro ». Ponamus primo n S f, & ipfius — feu *g 
divifores impares dimidiati nempe ~ j ~ s "> “» tentandi erunt 
pro i. Si i ponatur quotus- ~ qui prodit dividendo - per i, 

fubduftus de -p*,feu-relinquit 18 pro 1/, & —- , feu-i,eft 

Q, 5 c QQ-Ji feu-f dividi quidem poteft per »■, feu c, fed quoti 

negativi_ r radix impoflibilis eft, quae tamen deberet cfie p. Quare 

concludo * non cfie tento jam fi fit i. 'Quotum qui oritur dividen- 
1 . do 
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3 Sl2 J » 

do ~ per *, feu —~ per ~, nempe quotum-^fubducode ~pk 9 

feu- & reftat o. Unde / jam nihil erit. Eft autem e t ^r K ^ f cu - 

4 z 7 77 

aequalis Q, & QQ. - 5 nihil eft i unde rurfus /, qui hujus QQ—. s di- 

vifi per n radix eft, invenitur nihil. Qiumobrcm his ita quadrantibus con¬ 
cludo efle n S f, k rq o, & Q s 3, adeoque addendo ad 

utramque partem sequationis propofitre terminos 

nkkxx-*-inlkx-\.nll id eft 1£xx, 

4 

& radicem quadraticam utrobique extrahendo, prodire 

XX - 4 . V»(*x-4-/), id eft xx - 4~x+$ zz >/f. 2-*. 

IV. Eadem methodo reducuntur etiam aquationes Ut er ales. Ut fi fuerit 

x + —2tfx 3 ^*^xx — ia*x -4- a* z=X q, 

fubftituendo-2*, 1 aa - cc, - ia\ &- 4 - 0 % pro p, q , r, & s rcfpeCtivc, 

obtinebuntur aa — cc =; *, —ace —a ? ^ ,/5, & 2 -^ 4 -+. £iacc — S3 ? 

42 4 

Quantitatum /3 6c 2^divifor communis eft aa+cc qui proinde erit 

feu—rf, divifores habet 1 & J. Sed quia n duarum eft dimenfionum, & 
kyfn non nifi unius cfte debet, ideo k nullius erit, adeoque non poteft 

cfte a. Sit ergo k ^ 1, & divifo ~ per bb aufer quotum — a de —p£,fcu 

— a & reftabit nihil pro /. Porro *~'^"*feu eft Q, & QQ_j feu, 

**-, nihil eft j & inde rurfus prodit nihil pro /. Quod arguit quanti¬ 

tates n , /, & Q, reCte inventas elTej & additis ad utramque partem aqua¬ 
tionis propofit» terminis 

ftkkxx -t- znklx -4- «//, id c ft, aaxx -4- tc xx, 

radicem utrobique extrahi pofle, & extractione illa prodire 

xx -4- i-px-4-Q t =3 yfn{kx -t- /), id eft xx — ax -4- aa zz +7x/( aa -4- ec). 

Et extraCta iterum radice 
T 2 


x te 
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* =5 lai: + + — V(Cr;«- t*> *(«+*)>■'• 

V Haftenus regulam applicui ad extraftionem radicum furiarum: po- 

utnim^quatio fraftis Sc Turdis terminis carens diviforem aliquem duarum 
Lenfionum aut rationalem aut furdum adm.ttat. Ut xquat.o 

X* _-fxx+UX-6 =S Qr 

proponatur, fubftituendo-*, f, -+-«*> & - lS > pr ° ? ’ 3 ’ r ’ & ' rcf " 

qcftive invenientur—f- a & ponend ° * “ '> qUln ’ 

titatis J,feu 7 -f, divifores funt J, f, tj, »f, 7 P c t uorum dimidia < fi * 

quidem p fit impar) tentanda funt pro k. Et fi pro * tentemus f, fiet 

a r v r et-i-nkk. 1 _ o 

JLp^_ S* 53 _f, & ejus dimidium — — 5=3 Item £ =5 ^ ^ ^ • 

& — 6 - , cujus radix congruit cum l. 

Conchtdo itaque 4 quantitates »,*,/, O, re^e inventas effej «C additis 
ad utramque partem xquatioms terminis 

nkkyx^r mklx + nll, id eft 6 lxx — n~x + 6 

radicem utrobique extrahi poffe, & extradione illa prodire 

xx + jpx+Q.^+:M^i), id »- r x + r , ( l r* w ‘r B 

feli 

XX — $x-t- 3 =5 o, & xx+tx — z -o, 

adeoeue per bafce duas aequationes quadraticas aquationem prdjwfitam 
quadmo-quadraticam div.di poffe. Sed Wruodi divifores rattor.ales ex- 
peditius inveniuntur per aliam methodum fupra traditam. 

VI. Si quando quantitatis ~ multi funt divifores ita ut omnes pro i 
tentare moleftum fuerit, poteft eorum numerus cito minui quarrendo omnes 

divifores quantitatis *s~~rr. Nam horum alicui,aut imparis alicujus di- 
4 
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miJio , debet quantitas Q^xqualis efle. Sic in exemplo noviffimo xs -i -rr 

4 

dl — -, e cujus diviforibus r, 4, p,aut iifdem dimidiatis 

1 z ’ z 9 I ’ 

aliquis debet efle Q. Quare fingillatim tentando quantitatis - divifores di- 

n 

midiatos ~ hI, —, & 'X* pro £, rejicio omnes qui non effi¬ 
ciunt feu_^-4- ideft Q, efle aliquem e numeris 

*> Scribendo autem i-,. £, — # &c. pro *, 

prodeunt rcfpc&ire - £•, — ~ ~ , &c. pro Q^, e quibus foti 

— ^ Se — reperiuntur in prxdidtis numeris, 1, p, i-, i-, adeo- 
que, ceteris reje&is, aut erit k 7 Z & Q^ _ £ aut * :=: £ # 5c 

~. Qui duo cafus examinentur. Atqyc ha&enus de aequationibus 
tftiztuor dimenfionum. 

VII. Si aquatio fex- dimnfionum reducenda ejl^ fit. ea 

x 6 -*~px' -t-qx*- 4 -rx'-t-sxx-*-tx-+-v :=; o, 

& fae 

Q— ~pp z* a. r— zz /3. s— i-p/3 — y. 

V— —tfa ^ £ t — i-a/3 ~ »j. V — —33 J=5 9. 

4< i 4 

V. I 

# — ~r,n ~-A.. 

4 

^ein fumatur pro », commumValiquis terminoruma£, >r, 2.9, divifor inte¬ 
ger & non quadratus, nec per numerum quadratum divifibilis, qui etiam 
Per numerum 4 diviius relinquit unitatem; li modo terminorum p, r, / 

a bquis fit impar. Pro k fumatur divifor aliquis integer quantitatis p 

r* 2»» 

ut par, vel diviforis imparis dimidium fi p fit impar, vel nihil fi \ nihil 
6t. Pro Q__, quantitas —a -+- £«££. Pro l divifor aliquis quantitatis 

r * Qr 
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LQ.P — * 


^ , fi Qfit integer, vel diviforis imparis dimidium, fi 

Qfit fradtus denominatorem habens numerum z> vel nihil, fi dividuum 

iftud * f lt nihil. Et pro R quantitas *~r -i- Qp -+- nkU 

n 2 2 

Dein tenta fi RR- v dividi poffit per», & quoti radix extrahi5 & 

QR — f/ 

praeterea fi radix ifia aequalis fit tam quantitati -—- quam quanti¬ 
tati Si haec omnia evenerint, dic radicem illam 

znk 

Wy& vice aequationis propofita: feribe hanc 


>-pxx -4- Qx -+- R — +7 ^In (k*X m). 

Etenim haec aequatio, quadrando partes & auferendo utrobique terminos 
ad dextram, producet aequationem projpofitam. Quod fi ea omnia in nul¬ 
lo cafu evenerint, rcdu&io erit impofiibilis, fi modo prius conllet aequa¬ 
tionem per diviforem rationalem reduci non pofie. 

Exempli gratia , proponatur aequatio 


— zaabb 

- zax’ zblx* -t- zabbx* -i-za'b xx 

— mb* 

& feribendo 


■+- 7,aab 4 
— a^bb 


— za j -4- zbb 5 zabb j -2<w33 -4- zd J 3 -4 ab* > 

oj & — a bb pro p, q, r, s, t, & v 

refpe&ive, prodibunt 

zbb — aa ~ «> 4*33— * 3 s / 3 } 2a ] b-+-iaabb — 4<?3 3 — — y $ 

— 3 4 za } 3 -4- 30^33 — 4 ^ 3 * — s 

4 

— -+. ia'bb — 4* 3 4 =:»>&; — ** 3 4 -t-a 4 33 — s 6. 

^ 4 

Et terminorum 2J, >j, & 2$ communis divifor cft: — lbb , feu zbb — aa 

perinde ut aa vel zbb majus fit. Sed cfto aa majus quam 2 33 , & aa _ zbb 

erit ». Debet enim n femper affirmativum efle. Porro 
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~ eft — zab-h ~bb- } 

n 4 i 

•— cft— ~a*- 4 -zaab-, 6c A eft ~aabb> 

n i »41 

adeoque 

C ® r A, 

2 » n 8 nn itm 


~a 6 ~ 3 ~a'b — ^a<bb-±- ~a*b* — ^aab\ 
840 2 8 

cujus divifores funt 1, a, aa\ fed quia 'In.k non nifi unius dimenfionis 
efle poteft, & V». unius eft, ideo k nullius erit.; proinde non nifi numerus 

e fle poteft. Quare reje&is a & aa, reflat folum 1 pro k. Praeterea i- « 

~nkk dat nihil pro Q., & etiam nihil eft 3 adeoque ?, 

qui ejus divifor efle debet, erit nihil. Denique ^-r — nkl dat 

2» 2 

abb pro R. Et RR-v, efl — iaabv-\- avbb , quod dividi poteft per n feii 
aa — zbb , & quoti aabb radix extrahi, & radix illa negative fumpta, nem- 

. Q- R -r'. o 

pe — ab, indefinita: quantitati -, fcu ~,non efl inaequalis, qiian- 

, - . Q£L-+-pR — nll — s y • 

titati vero dehmtte - - aequalis eft. Quamobrem radix illa, 

2 * 

—-ab, cft m y Sc loco aequationis propofitas feribi poteft 

x 3 *+* ~P XX ■+• Q* ■+• R Jn kxx Ix -+- m ), 

id eft *. 

x^ — axx -+- abb tz {aa — zbb) .(xx—ab). 

Cujus conclufionis veritatem probare potes quadrando partes aequationis in¬ 
ventae & auferendo terminos ad dextram ex utraque parte. Ea enim ope¬ 
ratione producetur aequatio 

x 6 — zax' + ibbx 4 -t-iabbx' -1-ia'bx 1 s o 

. . L i . .1 ** O 
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quae reducenda proponebatur 

VIII. Si * quatio efi octo dimenftonum , Jit ea 

x 9 +px 7 +qx 6 -*-rx*+sx' •4~tx*-*-vxx + wx + z =3 o, 

& fiat 

i i ' i _ i 

q-~PP =3 «i r - px /3; ji- -p/3- S y; 

4 2 2 2 

• II 'II 

t — —py _ —*/3 — t v — — <*y — —3/3 — «* 

2 2 24 

2^ — *-/3y — £ i & £ — ►—yy 33 »J- 

z 4 

Et terminorum 2<J, 2e, 2^, 8 tt, quaere communem diviforem qui integer fir 4 
2c non quadratus nec per quadratum divifibilis, quique etiam per 4 divifus relin¬ 
quat unitatem, fi modo terminorum alternorum p, r , /, az/ aliquis fit im¬ 
par. Si nullus eft ejufmodi divifor communis, certum eft aequationem per 
extra&ionem furdae radicis quadraticae reduci non poiTe, & fi non poteft ea 
ita reduci, vix occurret illarum omnium quatuor-quantitatum divifor com¬ 
munis. Opufculum igitur ha&enus inftitutum examinatio quadam eft 
utrum «quatio reducibilis fit necne, adeoque cum ejufmodi rcdu&iones ra¬ 
ro poflibiles fint, finem operi ut plurimum imponet. 

IX. EtfimilirAtione.fi aquatio fit decem , duodecim , vel plurium dimenftonum , 
impojfihilttas reductionis cognofci potefl. 

Ut fi ea fit 

X l *~t-px 9 ^qx 9 -^-rx 7 sx 6 -*-/x* -\-vx 4 - 4 -ax 3 -t-bxx-+-cx-t-d - o, 

• faciendum erit 


T t _ I „ T 

q — —pp 33 & i r — *^p» 33 3 > s — —p 3 — — au 33 y } 

t — —py — i-«3 — ^ i 2 » - —pJ — —«y — «—/3/3 33 »* tf - — —/3y 33 6 

2 2 224 22 

£— —/ 3 /— —yy 33 »? j f — —yJ 33 9 , ^W 33 x$ 

24 2 4 

& quxrendus communis divifor terminorum quinque 2«, 2& 8>< 3 4^ 8«, qui 
integer fit & non quadratus, quique etiam per 4 divifus relinquat unitatem, 
fi modo terminorum alternorum p, r , f, * aliquis fit impar. 


X. 


*n 
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X. Sic fi duodecim dimenfionum ctquatio fit 
x ll -*-px"+ 2x ,0 -+- rx 9 -4-sx s -+-tx 7 -ir vx 6 + ax^-+- fo 4 -4- cx^dxx^ex^f ~ o, 
faciendum erit 


(7 - 7/>p a «} r- 

4 


*£P X ~ ^5 J ^ 73 


I 

t py - 


-‘ocQ ZZ V- 

z 


rP*- 


-ay- 


7 /3/3 

4 


a - “«J— f/3}< S5 fi i- f«- ~0* - ~yy — ,, 

"" fi 3 — prf» «i d-lyt— i-MHi, IhS,,, 

& querendus communis divifor integer & non quadratus terminorum fex 
V Sl, > 4 ’, o*. 4 *, ®/*j qui per 4 divifus relinquat unitatem, fi modo ter- 
minorum p , r, /, tf, r, e, aliquis fic impar. 

XI. Atque ita in infinitum progredi licebit: & arquatio propofita fem- 
P Cr jper extraftionem furdjc radicis quadratiese irrcducibilis erit, ubi ejufmo- 
di divilor communis nullus cft k Siquando vero ejufmodi divifor ^ inventus 
pem faciat futurae redu&ionis, poteft ea inftitui infiftendo veftigiis operis 
quod in aquatione o&o dimenfionum fubj ungi mus. 

f _ r ^ , * rC numerum quadratum cui per n multiplicato ultimus aequationis 
terminus a, fub figno proprio adnexus, quadratum numerum efficit. Id 
auuem expedite fiet fi ad z , ubi n eft par, vel ad 4«, ubi n eft impar, fuc- 
cellivc addantur », 3», f», 7», p*, 11», & deinceps, donec fumma xqua- 
iis tiat numero alicui in tabula numerorum quadratorum, quam ad manus 
cile luppono. Et fi nullus ejufmodi quadratus numerus prius occurrit 
quam fumma: illius radix quadratica, au&a radice quadratica exccflus illius 
umma: fupra ultimum aequationis terminum , quadruplo major fit quam 
maximus terminorum aequationis propofitae p , <7, r, r, /, v & c non 
opus er it rem ultra tentare. iEquatio enim reduci non poteft. Sed fi ciuf- 
modi numerus quadratus prius occurrit, fit ejus radix S, fi n eft par/vel 
SS “ 


Z S, fi n eft impar 3 Sc V 


dic h. Debent autem S fic h efle nu¬ 


meri integri, fi n eft par, at' fi n impar eft, poflunt efle fra&i denomina- 
torem habentes numerum binarium. Et fi unus eorum fra&us eft, alter 
in- efle debet. Quod idem de numeris R & /» Q & / ,p & * po ft 

tnm n | ie ' ld ' s,0bfcrvandum eft ' Et omncs numeri S & h, qui intra pratfa- 
um limitem inveniri poliunt, in catalogum referendi funt. 

Tm Cd jj X ° * tent ^ndi funt omnes numeri fucceffivc, qui non efficiunt 

V n \ 
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?T4 


n\ £r q-p> quadruplo majus quam maximus terminus aequationis, & po¬ 
nendum eft in omni cafu q. Dein p ro / ten tandi funt fuc- 

ceffive numeri omnes , qui non efficiunt nl jz Q quadruplo majus quam 
.' . . . , — npkk -f. 2/3 

maximus terminus aequationis, oc in omni tentamine ponendum — ^ - 

.+-#*/ rd R. Denique pro m tentandi funt fucceffive omnes numeri qui 
non efficiunt nm tZ R quadruplo majus quam maximus terminorum aqua¬ 
tionis, & videndum an in cafu quovis, fi fiat 


S _ QCt - pR -h»/l 33 iH, Sc H -\~nkm S, 

fit S aliquis numerorum qui prius pro S in catalogum relati erant j & prae¬ 
terea fi alter numerus ei S rcfpondcns, qui pro h in eundem catalogum re¬ 
latus erat, fit his tribus 


2.R S — iv iQS -4-RR- v - nmm ^ pS iQR — t - inlm 

2 nm * ini 9 ink 

♦ qualis. Si haec omnia in aliquo cafu evenerint, vice aequationis propofi- 
ta: feribenda erit haecce 

a ^ h - ~px 1 -+. Qxx -+- R.v + S 3 Vn(kx> - 4 - Ixx -4 -mx - 4 - h) 

Exempli gratia proponatur aequatio 

x*-h4\ 7 —x 6 -iox*-hp< 4 -f* 3 -ipsx- iox -f 33 0: 

Et erit 



^3 — 1 — 4 — — r — 


r — 


1 

—p<e, «— io-+-10 o 




v- ~«y- —,' 3 / 3 . S — IO - - S — e . B, _i-0y S - 10 S i i 


a _ i. „_._« __ UT r-* 

T' / ' / ~ ’ *4 " 

Ergo 


<54 


i/S 
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2/} ze, 2 & Sk; rcfpc&ive, funt—fj ——20 * & — 5 ~'» 

4 o 

& earum divifor communis f, qui per 4 divifus relinquit 1, perinde ut , ob 
terminum imparem s, oportuit. Cum itaque inventus fit divifor communis 
»,feu f, qui fpem facit futurae redu&ionis, quoniam ille in.par cfi, 

ad4£,fcu-20, fuccefiive addo »5 3»* yvj 7p»j &c. 


f3 *f3 *f3 30 40 &C. 

& prodeunt 

-ifi °3 *fi 6o; ioj-j i 6 oi 22fi 300J 387; 4805 p8f} 700* 8273 p6o> 

iiopi 1260J 142^ 1600. 

Ex quibus folum 
Oj 2fj 22f* & 1600 


quadrati funt. Quare horum radices dimidiatas o; ^5 20 > in cata* 

logum referenda funt pro S, & V(—^) , id eft i* 2 - j p, ref- 

# 22. 

peftive pro Sed quia S-*-#£, fi feribatur 20 pro S & p pro b , fij , 
numerus major quadruplo maximi terminorum asquationis, ideo rejicio 20 
& p, Sc reliquos folum refero in tabulam ut fequitur. 

*!., U %: 


c . I ■ 'J. 
°’ 7 ’ 1 ’ 


His ita difpofitis, tento pro /^numeros omnes qui non efficiunt 
feu 2+7 majus quadruplo maximi termini aequationis 40, id eft numero* 

-8 S 7 i -6'y -f> -43 -y> - L > 1 » °i *3 33 43 fi 6i7i 

ponendo 

ttkfi + ct r fkk—f 

-,feu, -- 1 

2 5 , 2 


id 
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id eft numeros 


III; 110 ; -| f ; 50; 7 i; 10 5 II; 0} - “ S 0 ; ~s 10 ; 7 S) 6o-, ^IIO. 

refpedive pro Q. Imo vero, cum Q.±-»/, & multo magis Q, non debeat 
majus efle quam 40 , rejiciendos efle fentio 

5 120; '-Q j & 60 3 

& qui his rcfpondent 

-85 -73 - 6 3 -73 73 6 3 7i 

adeoque folos 

- 4 5 - 35 -^ 5 - 1 5 03t 3 1} 53 4. 


7 r ir ^ r ir 77 

1 ^ > 20 y ^ 3 O 3 ■■ ■ ■■ ■ ■ •““* 3 O 3 ■ 3 20 3 • 3 

pro Q. refoe&ive tentandos. Tentemus aurem-1 pro k & o pro tc 

in hoc calu pro / tentandi deinceps erunt fueceffive omnes numeri quinon 

efficiunt Q Jz»l majus quam 40, id eft omnes numeri Inter 10 &_10. 

& pro R rcfpe&ive numeri 

2 ? —rtnkk 71 _ 

--f- nkl j fcu -7-7/ 


-575 -705 — 4 jf 5 -405 - 3 f> -305 -273 -203 -173 -103 -75 o? 
73 103 173 203 273 503 373 403 473 

quorum tamen tres priores & ultimum, quia majores quam 40, nedi^ere 
licebit. Tentemus autem — 1 pro / & 7 pro R, 6c in hoc cafu pro m 
tentandi praeterea erunt omnes numeri qui non efficiunt R ±r nm feu 7+- c/tf 

majus quam 40, id eft numeri omnes inter 7 &-p, & videndunfan fl 

ponendo 

s — Q&- pR + ttl /, id eftj7-20-3-20, feu, 7 ~ , 
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fit H+ttkm, feu, L — 1m a S, id cft, fi ex his numeris 
— 6 J . —Tf . —4T. -3 f -Zf — if — r 


f. 'j. 2r ?r. 4c. rr «r 7 f 8r 
1 ’ 1 * "i* i’ i’ V 7* 7* 


aliquis aequalis fit alicui numerorum O; H ; 4^ ! 
pro S relati erant. Et hujufmodi quatuor occurrunt 

_*r._r. r. ir. 


ir . . 

qui prius m tabulam 


quibus refpondent 

-4— Zi +- i. 4- i. +- Z 

~ i Z ’ ^ 2 ’ ~ 2 ' 

pro 6 in eadem tabula fcripti, ut & z j , ; o } —i pro »; {hbftituti. 
Verum lentemus — £• pro S, i pro «, & +r 1 pro *, & fiet 

2RS — ^ io ^ 


*Q5 4- R R — -2» — ;/WW ^ Zf-4- IO — f 3 

Z«/ — zn ^ “ T 5 


/?S -4- iQ R —• / — mJm — — io-4- f-h 20 ; 

*** 5=5 —Vo ' ~ - r> 

Quare cum prodeat omni cafu_ l, feu b, concludo numeros omnes refte 
•nventos efle, adeoque vice aquationis propofita: feribendum cfle 
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x 4 -h Qxx -+- R v -+- S 33 1 -+- /XX-+- WX - 4 - &) * 


* 4 -i-2X 3 -4-f*-2 i- 35 Vrt-X 3 -lXX-f-X — I i-). 

Etenim quadrando partes hujus, producetur aequatio illa o£to dimenflonum 
quae fub initio proponebatur. 

^ XII. Quod ii tentando cafus omnes numerorum, praedicti valores omnes 
iplius h nullo in cafu inter fe confenfiflent, argumento fui flet aequationem 
per extra&ionem furdse radicis quadraticae reduci non pounfle. 

* XIII. Deberent autem aliqua hic in operis abbreviationem annotari, led 
quse brevitatis caufa praetereo, cum tantarum reduaionum perexiguus fit 
ufus, & rei poflibilitatem potius quam praxin Qommodiflimani voluerim ex¬ 
ponere. Sunt igitur h* redudiones aquationum per extradionem fvrd* 

radicis quadratica. . 

XIV Adjungere jam liceret redu£hones aequationum per extrabtionem 
firdx radicis cubica: , fed & has, ut qua: perraro Utiles fint, brevitatis gratia 

^XV^Sunt tamen redu&iones qux-dam cubicarum aquationum vulgo no¬ 
ta:, quas, fi penitus prsterirem, Le&or fortaffe defiderarfct. Proponatur 
aequatio cubica 

n x i* +3 x + r 5 o, 

cuius fecundus terminus deeft. Ad hanc enim formam aequationem omnem 
cubicam reduci poffe conflat ex procedentibus. Et fupponatur x elTe 3 = 
a b. Erit 

+ ^aab-\- $abb-*-b 3 (id eft x 3 ) -+• g.v-f-r 33 o. 


-$aab-*~ ^dbb (id eft ^abx) -+-qx 33 o. 


a ] + b l + r 33 o. 


Per priorem aequationem eft b —. — & cubice b ] 


per pofteriorem eft 


- k r 33 o, feu a 6 •+• ra' 33 —, 
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& per extra&ionem affeftx radicis quadraticse 


a 3 ^ — ~r±; /( ~rr 

2 4 *7 

Extrahe radicem cubicam Sc habebitur 4. Et fupra erat — 2 . — a •- 

5 30 ^ * oc 

J -+-^ ~ A*. Ergo <1— 2 - radix efl; sequationis propofitx. 

Exempli gratia proponatur xquatio 

jr 5 — (fjrjf -t- -4- 12. ^ o. 

Ad tollendum fecundum aequationis hujus terminum ponatur x+z zs y 
8 c orietur 

x } ¥ — 6 x 4- 8 ^5 o 5 
ubi efl: 

3 = -<S, r =3 8, ~rr a.itf, % = 3 -«,<»» =5 - 4+7 VS,- *_Is*. 

4 “ 7 3 * ’ 

oc x -4- 1 ~ y y 

id efl: 

2. - 4 - \/ (— 4 £T V 8 ) -f- - y. 

^(-4irv's> 

Et hoc modo erui poliunt radices omnium cubicarum xquationum ubi q 
affirmativum efl:* vel etutm ubi q negatucum eftj & 2- non majus quara 

M e fi “bi dua ex radicibus aquationis funt impoffibiUt . At ubi q negativum 

cft, & t fitpul majus quam ~rr, fit quantitas impoffi- 

bilis, atque adeo aequationis radix x vel y, hoc cafu impoffibilis erit. Sci¬ 
licet hoc cafu tres funt radices poffbiles , quae omnes eodem modo fc habent 
ad xquationis terminos q & r, & indifferenter defignantur per literam x 
y el y , adeoque omnes eadem deberent lege erui & exprimi, qua ura aliqua 
eruitur & exprimitur: Sed omnes tres lege prafata exprimere mpbfjilile efi. 

Quantitas a — —,qua x defignatur*, multiplex efle non poteft, eaquede 

caufa 
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caufa hypothefis quod x, hoc in cafu ubi triplex eft, aequalis efle poteft 

binomio a — feu a+b, cujus nominum cubi conjun&im asquen- 

tur r, & triplum re&angulum $ab ^quetur <7, plane impoflibilis eft* & 
ex hypothefl impoflibili conclufionem impoflibilem colligi mirum efle non 
debet. 

XVI. Eft alius modus has radices exprimendi. Nimirum de + 
id eft; de nihilo, aufer 

a* -+- r, feu ~r+; v^i-rr 

2 4 27 

Sc reftabit 


P ;=? — V( ~rr -+- L). 
i 4 2 7 

Eft itaque 


i =3 - ~r- 

2 4 27 


a sa V(—f; J) ’ 
2 4 i 7 


i - k—'-r+ V( l ~rr+C)), 

2 4 27 

adeoque horum fumma 

*c - 7>--t-V( ~rr - fw- V (,~rr + ’-)), erit a*. 

2 4 27 2 4 27 

XVII. Poftunt etiam aquationum biquadraticarum radices mediantibus cubicis 
trui & exprimi . 

Tol- 
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. Tollendus eft autem primum fecundus aquationis terminus. Sit «qua- 
tio reiultans n 

- 4 - qxx + rx + s Z3 o. 

Pone hanc multiplicatione duarum 
**■+■**-4 “f ^ o, Sc xx — ex-i-g zz o 
generari i id eft, eandem efl*e cum hac 
+f ^ 

* 4 *+gxx %X+f Z - O, 

—ce J 

& collatis terminis fiet 
f+g-ce 3 q, eg-ef 3 r, Scfg 3 s. 

Quare 

r f 

r <7-4-ee-+- »- q+ee— >- 

3 /+ X » rax -/, - y—— s*. -—- »/» 

gg -t- a«g -t- r*-— « 

-4--(=>jfc>H», 

& per reductionem 
**-+• *<?e 4 1] et — rr 3 0 . 

Pro ** fcribo/, & fiet 

—n 3 o, 

2 ??* «“«;«*» «“i™ 5 focundus tolli poteft, & radix deinceps per 
dum erit^endo ’ feCUS ' extrahi - Ddn ‘lia radice reg/edien- 


Vy 3 f } 


q + ee — — 
e 


q+ee + — 

:/5 -1 

2 




& aequationes duas 
X 
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xx+cx+f =3 o, & xx—cx+g =3 o, 
cxtra£Hs carum radicibus 5 dabunt quatuor radices aequationis biquadiaticae 
x*+qxx+rx+s S o 3 
nimirum 

* =3 — — f, & * =5 7 ' ±T V i-/« — ?. 

1 4 1 4 

Ubi notandum cft quod G aquationis biquadraticx radices quatuor poGibiies 
funt, aequationis cubicae 


y' + iq?y + My- 


-rr 7=\ o 


radices tres poGibiies erunt , atque adeo per regulam praecedentem extrahi 

nequeunt. - 

XVIII. «frVfc? fi aquationis quinque vel plurium dimenjionum radices affecta 
in radices non ajfetlas , mediis aquationis terminis quoquo patio fublatis , conver¬ 
tantur, illa radicum exprejfio femper erit impoffibilis , ubi plures quam una radix 
in aquatione imparium dimenfionum pojjihiles funt , aut plures quam dua in aqua¬ 
tione parium dimenfionum , qua per extrattionem fur da radicis qieadratica 3 methodo 
fupra expofita , reduci nequeunt. . 

XIX. Docuit Cartefius aequationem biquadraticam per regulas ultimo 
traditas reducere. E. g. proponatur aequatio a nobis fupra redu£ta 

x< _ x 3 - fXX-i-lLX - 6 S5 o. 

Tolle fecundum terminum feribendo v-+- *— pro x, & orietur 

4 

A* 7f 8p 

v ._^ vv + Lv—--o. 

Ad tollendas fra&iones feribe P ro & orietur 

4 

r,«— 86z& 4 - 6ocz —8p S o. 

Hic eft 

— 86 ^ g, 6oo z=: r, 8c— 8p ss 5 , 
adeoque 

" - °> ‘ 

fub- 
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fubftitutis jequipollentibus fiet 

y 1 ijiyy-b io8oc y 360000 =; o. 

Ubi tentando omnes ultimi termini divifores 


1 > 1 * z > - Z > $3 ’- 3 3 43 -43 f 3 -f 3 

deinceps ufque ad 100, invenietur tandem y e=j ioq. Quod idem multo 
expeditius per methodum a nobis fupra expofitam inveniri potuit. Dein 
habito 7, radix ejus 10 erit e, & 

--—, ideft- 2 -, reu-23 em/, &---feu 37 ent£, 

adeoque cvquationes 

xx -4- ex -*-/ :=* o , & xx — ~ o , 

feripto 2 pro x, & fubftitutis cequipollentibus, evadent 
zz-b IC£-23 o, & zz — 102;-+- 37 ^ o. 

Reftitue v pro *~z, & orientur 


vv - 4 - 2 -*v - 
2 




& - 2 —V -4- ~ O. 

2 16 


Reftitue infuper x- i- pro v , & emergent 

xx -4- 2x-1 o, & xx — 3*r -4- 3 ~ o, 

Jequationes dua:, quarum radices quatuor 

* ~ — 1 ir , Sc x :=: 1 ±r v'— i, 

2 4 

Ca= dem funt cum radicibus quatuor «quationis biquadraticce fub initio pro- 
pofitae 

x 4 i— x J - fxx -4- I2x — 6^0. 

Sed hac facilius per methodum inveniendi divifores a nobis fupra explica¬ 
tam inveniri potuerunt. 


X 2 


COM- 
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CAPUT V. 


S tatim afferam regulas in hoc capite contentae explicationem & demon- 
ftrationem quam a inultis annis habeo, communicatam a celeberri¬ 
mo Nicolao BERNOULLIO, olim apud Baftleenfes Juris Profeflore, ne¬ 
que ha&enus publici juris fattam. Similem poftea tradidit acutiffimuj \ Co¬ 
li» MAC-LAURIN, in Algebra fua anglice fcripta* fed teftan poflum 
hanc Bernoullianam feriptam elfe ante alterius editionem. 

1. In omni aequatione, fradtis & furdis carente5 rationalemque radicem 
integram habente j Tadix eft aequalis divifori alicui termini infimae dignita¬ 
tis, feu termini in quem quantitas incognita non ingreditur. 

A nobis oftenfum eft N°. 11. pag- 28. Tomi I. 

2 Si talis aequatio habeat radicem rationalem rractam, ladix haec clt 
aequalis fra&ioni , cujus numerator eft divifor aliquis ultimi termini, in 
quo quantitas incognita eft nullius dimenfioms, cc denominator aequalis 
divifori alicui coefficientis termini altiffimx dignitatis. 

Sequitur facile ex praecedente N°. I. 

3. Hinc, fi terminus altiflimae dignitatis fola unitate afficitur, radix aequa¬ 
tionis rationalis neceffiario eft quantitas integra. 

Demonftratum N°. 7^ P a g- l 7• hujus. . . 

4 Hxc reduftio in eo confiftit, ut quxratur an non xquatio in duas 
partes xquales dividi poffit, quarum una fit perfeftum, altera multiplum 
quadrati. Proponatur ex. gr. reducenda aequatio 

x* px 1 h- rx -w 0, 

in qua p <7, r, s, fignifieant quantitates, vel numeros integros affirmativos 
vel negativos. Haec aequatio fingitur in duas partes difpefci 

(xx-4-Px-hQJ* ~ n(kx+l) x % 

Hoc eft 

iPx 1 h-PP xx-4- aQ>fx-f-2PQx-+-QC1.^5 xinklx 4- nll 9 

fou, omnibus terminis ad unam partem tranflatis, 

X 4 




ad CAPurr. tc 

i PPjcjc 

X* 4- 2P** 4 . iQxx h_ 1?Q; v ■+■ Q.Q. _ . 

-nkjkxx Vfklx — nll ~ °> 

qu.T aquatio cum propofita, termino tenus, collata prabet 
2P a p-, PP4-2Q .—M =5 2; iPQ^— M }/ - r . QQ_ H / ! 


P =5 l Pi Q.3 3 —PP -»-»** 

2 - 2 


-pp 4 - »k$ 


(pofito 3- 1 » = «) / 3 aPQ-r_ ~«p+-pnnkk -r 

' 4 i 2«« 151 - “ 

(pofito r - L x p 3 /3) Lpk —- — s U — S-Q--f . 

2 4 *»< * > 

quivalores quantitatum P, Q, /, & //, f unt ali ipfi qU os NEWTO- 
NUS in Regula fua adhibet N°. III. hujus, pag. iL H 
f. Prasfcnbit prxterea fequentes conditiones. 

1. Quantitas n debet efle integra, non frafta. 

2. Eadem non debet efle quadratum. ' 

o.Jn. K adem non , deb « r drvifibiiis per quadratum} hxc conditio in Ce- 
Ruentibus exempli, adjeda, in exemplo propofito per mcuriam omiffa 

4* Eadem debet efTc divifor quantitatis /3. 

J*. Eadem debet efle divifor quantitatis exiftente £ zz s _ i.** 

quamh^rfi^impaf' "P"’ P " 4 ^ Ullitatcm reLnque^e/fi 

7. Item fi r fit impar. 

8. Eadem debet efle divifor quantitatis QQ^—j. 

P. Quantitas k debet efl*e divifor ipfius £, fi p fit par. 

io. Eadem debet efle dimidium diviforis quantitatis ~, fi p flt impar. 

*»• Quantitas Q^debet efle divifor quantitatis as - i-rr, vel imparis 

diviforis dimidium. ^ 

viforibSf F"™ obfemndun) eft, quod fi quantitas aliqua, de cujus di- 

'iiviforem numemoris iUi^f r ^„L US P" dml ° rem 

x 3 Te. 
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Veritas autem conditionum praefcriptaram, fio demonftratur. 

7. Conditio 1. Hccc conditio ad arbitrium afiumpta eft, commodioris 
calculi gratia, nam omnis quantitas compofita per multiplicationem ex 
duobus F adoribus, five integris five fradis, quorum unus iu quadratus, 
alter non quadratus, femper in tales Fadores refolvi poteft, quorum unus 
fit integer non quadratus} alter quadratus, five integer five frattus. 

8. Conditio 1. Si n eflet quadratum, ra dix quantitatis n{kx + /y futura 

eflet rationalis non furda, contra hypothefin. . 

p. Conditio, z. Haec conditio etiam ad arbitrium aflumitur, quia quan¬ 
titas (^ + /)‘ componi intclligitur ex omnibus Fadoribus quadratis quan¬ 
titatis n(kx l) x . . . 

10. Si in aequatione nll S Qft:- ** P™ 11 P onatur ejusdem alter va- 

lor fupra inventus 


(iPQ-ry (pClr-rY 

4 nnkk 4 nnkk 


zl (ob nkk iQ.-*) 


(pCj-rY 

4 (iQ_- a) ’ 


proveniet 

Q 5 L-. ’= ,e3 -%^! r . 

five 

8Q1_4«Q.CL-— 4 * s - PPQSL - ipr<X-*-rr, 

Hoc eft 


003 — 4*00.— ^ 4 as 7=z o, 

SQ - - ppQ£L+ ip><L- rr 

vel (ob 4 * -bpp ~ 43) 

8Q.’ — 490.0." - °’ 


cuius aequationis termini procedunt per poteftates ipfius zQhabentes coeffi- 
cientes integros, quare ,'perN" 1. & 3.) radix aequationis, zQ^, eft divifor 
integer quantitatis 4*1 ~/r, fi fcilicet hxc quantitas fuerit impar, quod 
non diverfum eft ab eo, quod NEWTONUS invenit, in conditione unde¬ 
cima. Ille enim per diviforem ipfius as- ~ rr intelligit diviforem inte¬ 


grum numeratoris hujus fra&ionis 9 cujus dimidium ponit ss 2 * 

quod idem eft, ac fi dixiffet iQ^cfTc diviforem ipfius 4«;-— rq. Sed fi 
4 xS -rq ^ 4 qs-pps-rr fit par, & p etiam par, oportebit ut r quoque 
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i fit par, quo cafu finguli termini aquationis 


erunt per 4 divifibiles, & aequatio reducetur ad 
\. i$Q _h as 

»Q:-«Qa^ Vi-^ ao ' 

* 4 

in qua finguli termini habebunt coefficientes integros* proinde (per N" 
I. & 2.) radix aequationis Q^erit tequalis divifori quantitatis «i- JL rr ? 

vel imparis diviforis dimidio. Quod fi vero 4«s-i —rr. fit par, fed p im¬ 
par, poterit refle par vel impar, prout s eft par, vel impar* & quidem 
fi s fit pariter par, id eft per 4 divifibilis, erit quoque 


4 as -rr z=i 4 qs—pps - rr , 

& quilibet terminus aequationis per 4 divifibilis, unde idem obtinebit, 
quod prius* in reliquis vero cafibus ubi s eft impariter par, aut s & r ?> 

impares, quantitas 4 *s - rr non poterit generaliter per 4* fed folum per 

2 dividi i divifis igitur omnibus terminis per 1 prodibit cequatio 

% 

— 4jQ -4- z»s 

4Q. , --»!iQ£ l+ prQL _L rr - °> 


cujus aequationis radix Q^eft vel divifor quantitatis imparis z*s - Z. ;r , 

(per Nf» 1. hujus), vel ecqualis fraCtioni , cujus numerator eft divifor 
ejusdem quantitatis 1 as i-rr, 5 cdenominator divifor aliquis coefficientis 

4 altiflimi termini 4QJ (per 2 ) qui divifor tamen non poterit effe 4* 
fed folum i, quia, ut fupra inventum eft, quantitas 2QjJcbct efic integra, 
quod iterum non differt a NEWTONI ailertione, quia divifor quantitatis 

* s ‘— ^' r > * n ca *" u > 4**— rr i divifibilis per 2, nihil aliud eft , 


1 

2 as - —rr 

quam divifor numeratoris hujus fractionis ■-. 

z 

Quia «//=: QQ—j,neutra quantitatum /&Qjpoteft effe integra, nifi altera 
Quoque fimul fit integra-, nam fi / fit integra, erit etiam nll~ QQ—j quantitas 
integra, quia,per ConJitionem 1quantitas n eft integra, undenecefiarioQeft 

quan- 
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quantitas integra* & fi Qfit integra, debebit nll efle integra, quiaQQ—* 
eft quantitas integra* at quia n nequit efle multiplum quadrati //.per Con¬ 
ditionem 3., non pote A nll efle quantitas integra , exiftente // fra&a. Quia 
vero, ut antea demon Aratum eft, pro Conditione ii., quantitas i'em- 
per eft integra, Q^non poteA alia efle fra&io, quam quae pro denomina- 
tore habet 2, unde fequetur quando Qeft fra&a quantitas, fore etiam / fi- 
militer fradtam, id eft, arqualem fra&ioni cujus denominator 2. JFinga- 
1 v 

mus enim Q , & / :=: ~ , & fubftituamus hos valores in aequatio¬ 
ne nll zzi QQ^—proveniet 


njy 

ZZ 



(xx — 4s) . zz > 

W 


quae quantitas non poteft efle integra,fecundum Condit. 1., nifi xx -4j, 

fit divifibilis per yy ^ 6c jcs per 45 nam ,per hypothefim, xx, adeoque etiam 
XX -4/,non eft divifibilis per4 , nec zz per yy, ponatur igitur z zz tu, 

feu zz zz 4 uu-, entque n zz - — , fed quu-- eft quan¬ 

titas integra, quantitas n evaderet hac ratione multipla quadrati uu , contra 
Conditionem 3.5 quod ut vitetur, oportet u squalem efle unitati, adeo¬ 
que z zz 2, &/ zz Hinc porro fequitur fore nyy s=j xx -41 s 

adeoque tam n quam yy efle diviforem quantitatis xx -4 s , feu 

numeratoris hujus fra&ionis cui quantitas QQ- s par eft. 

Quae eft conditio o&ava. Quod fi vero quantitates Q, & / fint integrae, 
per fe patet ex aequatione nll =: QQ—r, efle n diviforem ipfius QQ-— s . 
11. Quod fi in aequatione»// zz QQ.-pro Qfubftituatur 


* -f -»kk 



pro h 


proveniet haec aequatio 


~pp»kk. — 

Io 



1 1 I 

'—‘izx - 4 - ~unkk •— nnk* - s\ 

4 i 4 


feu per 4 »kk multiplicando, & terminos aequationis fecundum poteft ates 
ipfius nkk ordinando 


n'k* 


-4- 2 *nnk* 


-+- ctctnJck 

— 4 snkk -00 

*+• pftnkk 


o. 


qui» 


ad caput r. I(5p 

qua: asquatio libera erit a fractionibus , fi p fuerit par, nam 
~pp, & *aj- ~pp, 8c /3 =5 r- ~.p, 

p *" 

erunt quantitates integri; proinde (per N« i. & }. pag. 164.) radix «qua- 
tionis nkk erit divifor integer quantitatis dat* /3/3: & quia n eft quantitas 
mtegra, per Condit. 1., erit quoque** quantitas integra (nam fi frafta eflet 
n de peret efTe multipla ipfius **, ut nkk poflit efTe quantitas integra • 
at quia n non eft divifibilis perquadratum , juxta Condit. 3., non poteft 
efie eadem multipla ipfius kk) , erit igitur tam n quam kk divifor inte¬ 
ger ipfius / 2/3 j feu, quia nullus divifor quadratus ipfius / 3/3 poteft efie» 
erunt n & * divifores integri quantitatis /0. Quse eft Conditio quarta! 
Vocetur h quotus, qui provenit dividendo / 3/3 per nkk five fit /3/3 ~ hnkk 
erit hn quadratum, quia/ 3 / 3 , & kk funt quadrata > hinc ipfe quotus h de¬ 
bebit efie «qualis quantitati », multiplicatas vel divifa: per aliquod qua¬ 
dratum 5 fed pofterior asqualitas locum habere non poteft propter Con¬ 
dit. 3 j erit igitur 33 ~ hnkk nnkk dufto in aliquod quadratum & 
extrahendo utrimque radicem quadratam, erit 3 multiplum ipfius nk & 

* multiplum ipfius *, ut habet NEWTONUS. Conditione p. pag. i6p. 
hujus. 

ii. Porro fi 2/ :zj fit par, debebit etiam t efTe par x quia p 

eft par, per hypothefim, & (^quantitas integra ob / integram 5 quare 
11 r fuerit impar, erit 2/, & per confequens etiam 2O impar, & quia dif¬ 
ferentia duorum quadratorum imparium femper eft divifibilis per 4 erit 
differentia ipfarum //, & Q&quantitas integra, & QQ—s differet’ab U 

quantitate integra, proinde n feu ? erit unitas cum quantitate inte¬ 

gra divifa per II , id eft (quia 1 1 eft impar, & » quantitas integra per Con- 
«itionem 1.) unitas cum quadruplo quantitatis integras,hoc eft,» erit quan¬ 
titas impar, quae per 4 divifa relinquit unitatem; quas eft conditio /optima 
13. Si in asquatione nll 2=5 QQL - s fubftituatur folus valor ipfius 

225 — 5 habebitur asquatio 

77 1 1 1 

nll >—oix -1- nkk -+- •—;*»*■» — s j 

42 4 

flando^ 4 mu ^P^ can< *°» & terminos fecundum dimenfiones ipfius n ordi- 

+ - o 

— 4//» —4 J — ^ > 

in qua, ob z/, k , & a, quantitates integras per fuperius demonftrata (fi 
Tm ‘ 1L ‘ V nem- 
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nempe p fit par,) omnes coefficientes poteftatum ipfius n funt quantitates 
integras, unde fequitur(per N«f" i.) n cfie diviforem quantitatis data: «*-4 s> 

feu (ponendo 55 0 quantitatis 4^, vel potius ipfius 2f, (quae cft 

conditio quinta ,) quia divifores ipfius 4^, qui per quadratum 4 multipITcan- 
tur, propter Cond. 3., funt rejiciendi. 

14. Dcmonftratae itaque funt generaliter conditiones 1. 2. 3 . 8. 11. ac 
conditiones 4. 5. 7. p. pro hypothefi quod p fit par. Si p fuerit impar, 

erit * zz q — ~pp , quantitas fra&a habens pro denominatorc 45 pona- 
4 A 

tur igitur, « ^3 —, ubi A fignificat quantitatem integram imparem * 
Similiter 

1 1 4 

$ ~ r - ~*p r - ^Ap, 


erit quantitas fradfca habens pro denominatore 8 ponatur igitur 0 —. «g- > 
ubi B etiam fignificat quantitatem integram imparem, quibus valoribus in 

aequatione 

- lurwk* tunkk 

pro a & jB fubftitutis, habebitur 

1 ‘ A , 4 -4- ~AAnkk 
-4- —A nnk* 16 j 

«'k 6 * — Asnkk - -BR o, 

- 5®"* + lBpnkk 


feu per 64 multiplicando 


<S4»U‘ - tffottkk — BB s 0, 

- i 6 pptmk 


ubi omnium terminorum coefficientes funt integri, quapropter (per N«* iO 
radix » erit divitor impar quantitatis BB, vel ipfius B, reje&is nempe di- 
viforibus per quadratum divifibilibus (quae funt conditiones tertia & quar¬ 
ta) , quod congruit cum NEW TONI afiertione, ipfe enim divifor quan¬ 
titatis fra&ae /3 ^ 2 * idem eft ac divifor quantitatis B. Sed fi in eadem 

arqua- 
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aequatione qnkk habeatur pro radice, erit (per N« i. & j. )ncn folura 
nate radix 4* fed & ipfa quantitas A,kk divifor termini BB, hoc eft zk 
divtfor .pfius B Ponatur, ut fupra, h quotus qui provenit dividendo BB 
per 4 nkk , five fit BB =3 4 hnkk, em hn quadratum, & ipfe quotus h squa¬ 
lis quantitati » dufts in aliquod quadratum, fietque BB 33 Amkk dufto 
m aliquod quadratum, & B =3 Znk dufto in aliquam quantitatem integram, 

adeoque k squalis dimidio diviforis quantitatis Et hsc eft conditio de- 

n 

cima. 

tf. Quia igitur k eft dimidium diviforis imparis, ponatur k ;=• . 

fimiliter quia p eft impar, ponatur j> =3 zy -t- 1, & quia «eft impar po¬ 
natur «sie+ij eritque ‘ 

=3 q-l-ppA-nki =3 q-yy-y- ~+-nkk 33 q-yy-y 

- ~ A- zx.kk - 4 - kk =3 q-yy-y-l- + zg,xx + i £(+ -z+xx + x 

* 4 x 



1 -yy-y -+-***■*-*. 2 **-+- ~z, + xx + x . 


jn qua expreffionc omnes termini funt quantitates integra: fi z fuerit par* 
ed tupra demonflratum eft, per condit. U., quantitatem zO femper efle 
integram, oportet igitur ut * fit par, per confequens »S 2 * + i.cft 
^xu tltaS impar ’ quas per 4 div ^ a relinquit unitatem. Hiec cil conditi * 

16. Si refumatur aequatio 


k*nn 


-4- lakkn -4- clo, 
— qlln — 4J 




(qu* fupra fuit adhibita pro demonftranda conditione quinta, in hypothefi 
quod p fit par,) & eadem multiplicetur per 16, ita ut habeatur 


\6kUn '^Y , n kn ^ ' <5 ‘* s o, 

— 64//« _ 641 ’ 

Radent omr.es tertnini integri (in hypothefi quod p fit impar, 8c k dimi- 
d,™ quantitatis imparis per condit, xo.), & radix squationis » erit (per 
• I •) divifor quantitatis r 


1 6*<t-6\Sy vel 64S— 1 6 *» r? (pofito A •=« 4*) 64/ — AA, 

^od non abludit a NEWTONI conditione quinta, nam ipfe divifor quan- 

Y 1 ti- 
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titatis nihil aliud e it quam divifor numeratoris hujus fradionis 
64S — AA. 1 , , v 

—— 72 1S — 72 IC. 

$1 a 

17. Brevitatis caufa omitto demonftrationem regularum pro reducendis 
aquationibus fex, odo, decem, & plurium dimeniionum. Qui veitigiis 
hic poGtis infiftet, eam haud difficulter inveniet. 

18. Si altiffimus terminus aequationis reducenda pro coefficiente habeat 
non unitatem fed aliam quantitatem, poterit aequatio femper in aliam mu¬ 
tari, fubftituendo aliam incognitam, ita ut coefficiens altiffimi termini fiat 
unitas, & reguhe prxfcriptae ad novam aequationem applicari poffint. 

Sic Ci proponatur aequatio 

wx 4 -4- px 1 -4- qxx -4- rx -4- s 72 o , 
multiplicetur ea per m 3 , & fiet 
m*» _h m'px 3 -4- m'qxx -+- m r rx -4- m 3 s 72 o y 
ponatur tnx 72 y 9 & habebitur 
y 4 * -4-P7 3 -4- mqyy -+-mmry m's 72 o , 

ad quam aequationem regulae praeferiptae applicari potiunt. Vel multipli¬ 
centur termini aequationis- folummodo per m , ut habeatur 

wwx 4 -+- mpx 3 - 4 - mqxx -+. mrx -f- ms 72 o, 

Aflumatur aequatio- 

(mxx-t-Px .+-QJ* 72n(kx + rj* 9 

quje evoluta, & ordinata evadit 

, „ +iPQx-*-QSi _ „ 

— nkxx 

& cum propofita termino tenus collata praebet 


P 



wq- ~pp + 

zm 



/ 


PQ.-"ir & „ _ Q.Q.— "1 , 

2 .nk * n 


cx quibus aequationibus fequendo methodum a nobis ufurpatam fimiles rc - 
gulae pro determinandis valoribus quantitatum », *, Q, /, elicientur. 

ip Hadenus BERNOULLIUS. Quoniam vero tum ipfe tum M* c ' 
ISAURINUS ahiorum regularum demonftrationem ledori quaerendi 
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relinquunt, quod'Tuam habet difficultatem, nonnulla addenda efle puto. 

Coefficientes aequationis cujusvis exponam per litteras romanas minores; 
ita ut ordinem alphabeti fequantur, & a fit coefficiens fecundi termini , &c... 
Erit ergo nunc aequatio generalis ordinis », hujusmodi 

x ax - 4 - ox cx -4-dx .... -f. px J -f-q.v -t-rx-4-s ^ o 

20. Quoniam hic agitur de radicis extra&ione, fi n eft numerus pri¬ 
mus, res confici nequir. Sit igitur n s wr, & extrahenda fit radix m. ma, 
Ut fuperfit aequatio ordinis r. 

21. Primus e terminis addendis exponentem habebit exponentis m multi¬ 
plum fecundum numerum aliquem , non exclufa unitate. Patet enim po- 
lynomium ordinis ms efie pofle perfe&am poteftatem w..mam polynomii or¬ 
dinis x. 

Sic, fi aequatio fit quatuor, fex, o£to, decem, duodecim &c; dimen- 
fiouum, & quaeratur radix quadrataj erit m 2j & primus terminorum 
addendorum habebit, pro aequatione quatuor dimenfionum, exponentem 2; 
pro fex, vel 4, vel 25 pro o&o vel 6, vel 4, vel 2j pro decem vel 8, 
vel d, vel 4, vel 25 pro duodecim, vel 10, vel 8, vel d, vel 4, vel 2. 

Si vero aequatio fex, novem, duodecim, quindecim &c. dimenfionum 
refolvcnda fit per extra&ionem radicis cubicae, primus terminus addendus 
habebit exponentem 3} vel d i velpj &cc. 

22. Erit ergo exponens primi termini addendi maximus wr—w — /»(r— 1), 
& minimus m. 

23. Sed terminus, cujus exponens eftwr — nt y eft w-4-i..us aequationis 

propofit£Bj & terminus cujus exponens eft w, eft mr — 1. mus. Opor¬ 

tet ergo ut tot termini e propofita, quot praecedunt illum unde incipit 
additio,. fint ipfi termini poteilatis tn alicujus binomii. 

Quando m zz 2, duo priores termini c propofita cfle debent ipfi termi¬ 
ni alicujus polynomii elevati ad fecundum poteftatem. Primus propofitae 
terminus eft femper talis j fed & fecundus, cujus coefficiens feni per divi¬ 
di poteft non tantum per 2, fed per numerum quemvis. 

24. Semper igitur duo priores termini aequationis redu&ae per divjfores 
furdos, erunt 

r a r —1 

X -4- — x 

m 

2f. Si vero fitw binario major j tunc reliqui termini, qui augendum prae¬ 
cedunt, quales die debeant inveftigandum eft per theorema binomiale. Ex. 
gr. fit aequatio fex dimcnlicnum 

x* -+-ax* bx 4 -4- cx 1 d* a ex -4- f '53 o 

& ea reducenda fit per extra&ionem radicis cubicae. Addi debent termi¬ 
ni quatuor, qui cubum perfe&um efficere debent, & aequationem propofi- 

Y 3 tam 
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tam pariter reddere cubum pcrfe&um. Horum primus habebit exponen¬ 
tem 33 & cum a termino cx 3 fint quatuor termini 5 quatuor pariter erunt 
addendi, qui conftituent cubum binomii. Fa&um ponatur i & sequatio 
reduda fit 

x 1 -+- ix-f-A 33 (kx 1 ) in 

Erit, elevando ad tertiam potcftatem 
H- 3 Ax* 2aAx J -+. 3 A u x* 

x‘-f-a** a x 4 - 4 - a ' A A .tH- aA*x -f- A 3 33 »(b + /) J 

r 2 7 3 

Sed propofitae tribus prioribus terminis x* ax* -4- bx% nihil additum 
eft. Erit igitur 

a * 

ftatim ergo oportet ut a dividi pofiit per ternarium 3 alioquin eflet — quart¬ 
ae 

titas fradaj atque ideo 2A -+- y, vclb 3 quod eft contra hypothcfimj po¬ 
nitur enim propofita a fra&ionibus libera. Deinde necefle eft ut exceffus 
jpfius b fuper a. y, dividi pofiit per ternarium. Tunc autem facile de¬ 
terminatur quantitas addenda. Trinomium 

a ?b-a 1 

X*-4- —X-4- - 

3 * 

elevetur ad tertiam poteftatem. Differentia hujus poteftatis & aequatio¬ 
nis propofitae dividatur per communes divifores, e quibus ille eligatur, qui 
praebet cubum pro quoto 3 fa&um erit quod petebatur. 

Proponatur reducenda aequatio 

X*-h6X*-f- l8x 4 -f- 27X 1 -*- i7x*-+-px-4- 3 — o 

Hic eft 

a a , a* 3b-a* 3 6 . 

— 33 2 j a. — 33 123 b— — 3318-12 33 6 3 ----33 33 2 33 A 

3 3 3 P P 


( a 1 -*-!*-*-*) 1 33 $ 2 X J - f - JVf * 14x4-8 


'7f 
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Hujus & aequationis propofitae differentia eft 

PX 3 -+- ipx*-f- JfX -h f 

quam totam dividit unus numerus p, & relinquit quotum 

x 3 -+- jx 1 + p + i ^(x+i) J 

Ergo propofita redu&a per extra&ionem radicis cubicae, eft 

x^ix-4-2, zz (x -+- i)Vp 

ubi quantitas (x-*- i)vp pofitive Tumenda eft, quia propofita cubo minor 
eft , ideoque per additionem complenda. 

Si refolvenda proponeretur aquatio 

— yx 1 3 3x« -f. 13J9X } -f-jSopx 1 ippi6x-t- ip516X-+- 10376 r=j o 

inveniretur 


a a 3b — aa pp_ 81 i 3 

r - 5i •• 7 = 17i 5b = p 53 — s 7 s 1 

Eft igitur 

(x* — 3*-4-t) J z=i x* —px y -f -3 3 x 4 —6jx 3 -4- 33x l — 36 X -+-8 
Hujus & propofitx differentia eft 


S 3 A 


X 2p6x 3 H_ 7776x'-f- ipppax-4- 10368 

negative Tumenda, quia propofita cubo major eft, ideoque minuenda ut 
fiat cubus. Haec differentia diviTa per 1 , dat 

648X 3 -+- 3 888x* 7776X - 4 - p 1 84 

qua cubi non Tunt 648, & P184. Iterum divido per z, ut ipTa differen¬ 
tia diviTa fit per 45 & invenio 

314 X 3 IP 44 X 1 $888x - 4 - 2 ppi 

^bi rurTus cubi non Tunt numeri 324 & ippi. Iterum non divido per 1 j 
tunc enim differentia diviTa effet per 8, numerum cubum, & non habe¬ 
atur diviTor Turdus. Differentiam ergo divido per 6 , vtl primum quo¬ 
tum per 3, & prodit 

Zl6x J -4- 1ZP6X 1 2ppiX-4- 1718 

ubi eft 

216 




commentarius 


tj6 

II6 7=i 6'i 1718 53 I2 3 , l ~- cd 432 =: 6 Z .I2J ES 854 ^5.11*5 

quare aequatio redu&a per extra&ioncm radicis cubicJE, eft 

3 

x J _3x-f-2 s — ( 6 x -+-11) v ^6 

16. Eadem aequatio fex dimenfionum reducenda proponatur per extra- 
6fcionem radicis quadraticae. Additio terminorum eam complentium inci¬ 
pere potefl vel a b* 4 , vel a dx\ Incipiet ab hoc ultimo fi quatuor priores 
termini pertineant ad quadrinomium aliquod cvedhim ad fecundam potefta- 
tem. Aflumendum eft quadrinomium, quia radix quadratica ipfius x eft 
X* 1 primus nempe terminus aequationis cubicae, quae habet quatuor ter¬ 
minos. Ponatur quadrinomium illud 

x* 2 -x* -4- Ax -4- B 
2 

Eft 

-4- 2 Ax 4 -i- 2Bx* -+- aBx* 

(*’-»- aAx , -*-AAx t + iABx - , ' B,!::: 

4 

n(k % x l -+- iklx - 4 - I x ) 

& quantitas haec pofterior utrmque addenda eft. 

Quoniam ponimus nihil addi quatuor prioribus terminis, erit 

a x Ah - a x , Aa b — a 3 

b ;=S 1A -4- i atque A 53 —g— 5 & 2B -4- aA :=: 2B.+. g ~ c i 

unde 

8c - 4ab -4- a 3 

1=5 16 

Hoc autem fi accidat, facile determinabitur quantitas addenda5 fecus ad 
regulam Au&oris eft confugiendum. 

Determinabitur autem quantitas addenda, definitis A & B, ut fupraj 
hinc conficietur quadrinomium, cujus evefti ad fecundam poteftatem dif' 
ferentia ab aequatione propofita, debet efie multiplex alicujus binonih 
quadratij quod nifi inveniatur, aequatio reduci nequit hoc padfco. 

Quantitas autem complens per additionem eft jungenda, quando propo¬ 
fita minor eft quam afiumta poteftas 5 & tunc radix erit realis j fed per fub- 

du- 
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du&ioflem quando propofita major cft quam aflumta poteftas, & tunc ra- 
dix erit imaginaria. 

Sit, ex. gr., xquatio 

x^zx^fx 4 — 6 x } 4 - 4 **_ itx —17 tS 0. 

Hic eft 

a , , a 1 

»=51J - =3 i|bafib--Bf-[ = 4 ;Asi; aA= 54 j 

C s 65 c —aA ^ (5-4 =3 ij & B ^ I 
Quare aflumendum quadrinomium, evehendum ad fecundum poteftatem 
(x l — x 1 + zx — 1 y ~ x* — zx*-*.px 4 — 6x*+6x x — 4x-+- r. . 

Hoc quadratum majus cft quam propofita, quantitate 
zx* -+- 12* -h iS £3 z(x* <S.v -f- p) ss z(x -f- 3) 1 
Eli igitur redu&a 

-x*-i-zx-i ~ 

Si vero fuiffet 

X 4 — ZX ? -4- |X 4 — tfX 3 H- 8x 2 - 4 - 8* -f- Ip S O 

iidem invenirentur valores ipfarum A, & B; atque idem quadrinomium, 
cujus fecunda poteftas minor eft quam aquatio propofita, quantitate ea¬ 
dem 5 nempe — 2 {x-h $) 2 > tunc redudta fuiffet 

x^—x^zx— I 

Tandem (i fuiffet 

x 4 — 2x f -+-j*x 4 — 6x’-*-4x 2 — iox — 4 :=: 0 
differentia fuiflet 
zx 1 -f_ < 5 a* -f- 3 

£ujus termini dividi nequeunt per eundem numerum, nec dant quadratunu 
Quare tunc propofita per hanc methodum reduci non poflet. 

zj. In genere, aequatio ordinis n n :mr , reduci poterit per extra&io* 
«em radicis , fi aflumatur polynomium ordinis rj fi hujus coefficien- 

tes ad numerum r - i determinari polfint per totidem coefficicntes aqua¬ 

tionis propofitae * 8c fi differentia inter polynomium ordinis r eve&um ad 
Tom. II. r z po . 


> 
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poteftatcm m, & aequationem propofitam, fit multiplex alicujus polynomii 
evedti ad poteftatem eandem rn. 

28. Determinandi funt coefficientes ad numerum r - i 5 nam primus 

terminus femper eft x r fecundi coefficiens femper eft Sed polyno- 

mium ordinis r habet m-i terminos; c quo numero fi fiibducatur binarius, 
(numerus terminorum qui ftatim inveniuntur ,) manet r -1 numerus de¬ 

terminandorum. 

2p. Ordinis s fit polynomium, cujus evecti ad poteftatem m aliquod mul¬ 
tiplex addi debet aequationi propofitae, ut ea compleatur; illud habebit 
terminorum numerum r-4-1» 8 t ejusdem poteftas m numerum terminorum 

habebit ms *+- 1. . , . , , . . .. , 

30. Oportet ut differentia fit multiplex hujus polynomii evedti ad pote¬ 
ftatem m , & quidem per numerum qui non fit eadem poteftas, ut invenia¬ 
tur divifor furdus; divifor enim rationalis inventus ponitur alio padbo, fi 
quis adfit. 

31. Differentia divifa per communem diviforem, debet effe poteftas m, 
ut ejus radix extrahi poflit, nec incognita habeatur fub figno, unde nihil 
conficeretur. 

32. In hac hypothcfi problema eft determinatum, quando 


ms 1 



plus quam determinatum, quando 

r 1 

r fuperat -j 

r m — 1 

& contra indeterminatum, quando 


r deficit a 


ms -k 1 
m — 1 * 


Nam ab exponente altiffimi termini mr ad exponentem m funt termini nu- 

mero mr _ ms, qui comparantur cum totidem terminis polynomii ordinis 

r eve&i ad poteftatem m, 8c determinant totidem coefficientes ipfius po¬ 
lynomii ordinis r, inter quos nunc recenfeo primum & fecundum. Hujus¬ 
modi coefficientes habet polynomium ordinis r ad numerum r-*- 1. Igitur 
problema erit determinatum fi 


r 1 z=s mr — ms ; vel ms -4- 1 e=S mr — r 


r{m — 1)5 


Ow-4- i) 
m — 1 


r. 


Sivero fitr-4-1 minor quam mr — ms, minor erit numerus terminorum 

de- 
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determinandorum, quam numerus terminorum determinantium, &; proble¬ 
ma erit plusquam determinatum. Tunc autem r-f> i -+- ms minor quam wr, 
e w + i ■ 

cc ms+i minor quam mr ~r, ac ——~ minor quam r> atque ideo r ma- 

njs -+- i 
jor quam ———. 

Contra fi r-*- i major eft quam mr—r»s, major erit numerus termino¬ 
rum determinandorum, quam numerus determinantium, & problema erit 
indeterminatum. Tunc autem r-f-tfw-f- i major quam mr\ ms -f. i major 

0 ms h- i 

quam mr — r\ & — - major quam r. m 

Hinc liquet indeterminata effe problemata, quorum regulas tradit NEAV- 
TONUS in hoc Capite $ atque ideo quantitates efie determinandas ten- 
tando. 

3$. Haec tandem intelligi debent, fi aequatio propofita nihil offerat quod 
problema determinet. 

34. Hinc aliquando minui poteft numerus tentaminum. Ex. gr. Si pro¬ 
ponatur aequatio, quam pro tertio exemplo N*. III. pag. 146. hujus, af¬ 
fert Auttor, nempe 

* X 4 -pX J -4-IfX*- ZJX-bp « O 

confidero ultimum terminum p efie quadratum} ut Sc ultimum terminum 
affumti trinomii, & quadrati 


(* l - — 4 - A) 1 ;=: x 4 .— px J f- 2 Ax 1 


- pAx 4— A z 


quare pono A s Hinc binomii affumti potefias fecunda fit 


quae congruit cum aequatione propofita, in omnibus tcHKnis praeter ter¬ 
tium. Eit autem 

ioj xl _6o£ 4f£ ^ L^l 1 , unde VZ Vr 
4 • 4 z 4 2. 

eft quantitas utrinque addenda aequationi redu&ae , quae eft 


. S>x ix , 

x* — *—i— 3 =: ~ Vp 

2. 0 i J 

Z z 


Pror- 
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Prorfus ut invenit noder. 

Pariter in exemplo N*. IV. pag. 147. hujus i ultimus propofitse 

x* — zax* "^za x x l — zaht-ir-a* ^ o 
— cc 

terminus eft quadratus > hujus radicem a 1 ponendo pro A in afiumto, 
trinomio, invenitur 

(* l — ax 4- a 1 ) 1 ru x* — zax i «4- 34 V — za’x 4- at 
Eft autem differentia 

( 34 1 - 2 at 4- c r )x x 53 ( 4 * 4- c')x* 

Quare fit redu&a 
x x — zax-h-a 1 ^ xs! (at 4 - c') 

ff. Afiumto polynomio ordinis r, Sc eo elevato ad poteftatem w, pof- 
fent,ejus fingulos terminos comparando cum terminis aequationis generalis, 
determinari valores fingularum litterarum gracarum, quas NEWTONUSL 
adhibet. Quo facto querendi fupereflent valores Diviforum, & leges qui¬ 
bus adftri&i funt. Sed praedabit rem in genere efficere pro m z y vel 
pro redu&ione per extra&ionem radicis quadraticae. Sit ergo aquatio ge¬ 
neralis ordinis paris 

x 4-a* 4- bx 4- cx ^4-d* 4- ex 4-&c. zj o,. 

in qua littera romana minores a; b; cj dj &cj refpondent ordine mino¬ 
ribus p 3 q j rj s 3 8cc. Auctoris j & aflumatur polynomium 

/ 4- 4- Ax r ~ l 4- B/" 3 4 -. Cx~ A 4 - D/~ 5 4 - E/- 6 4 - &c. 

2 

cujus fecunda poteftas aequare debet propofitam ad quadratum completam. 

%6. Coefficienfcs fingulorum terminorum hujus quadrati, facile determi¬ 
nabuntur confiderando exponentes fingulorum terminorum polynomii affiim- 
ti conficere progreffionem arithmeticam, atque ideo aquales effe fummas 
binorum aquidiftantium, & medii duplum , fi eorum numerus fit impar. 
Quare fi quaritur coefficiens termini, qui in quadrato exponentem habet 
Bumerum parem 2 r zs j coefficiens primi termini, nempe unitas, duca¬ 
tur in coefficientem termini, qui in binomio afiumto exponentem habet 
y _ zs 5 deinde coefficiens termini fecundi in coefficientem termini prae¬ 
cedentis, cujus nempe exponens eft r- zs 4 - 15 & fic femperj hac fa- 

duplicentur, 6 c fumma dabit coefficientem quafitum. Si vero expo¬ 
nens 
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nens etfet par, medius coefficiens quadrandus efiet, & non duplicandus. 
Per hanc regulam invenientur. 

terminorum in quibus cft coefficientes 

i r —i 

X' .......... a 

ir—i . . a 1 

X . . .. 2A + H- 

4 

x zr 3 .2B -+. aA 

........ 2.C -4- aB -f- A A. 

& fic de reliquis. 

37. Nunc fi aequales eflent aequatio propofita & aflumti polynomii 
quadratum, efiet, ad finiftram fcnbendo fimbola noftra & fimbola Au&o- 
ris ad dextram, 

b =5 2A -4- 5 unde b- 2 - 3 2A s # r: a _£ i 

4 4. 4 

Quare 

. a« _ , _ a<* „ 1 

aA ^ — i cc c +r 2B 4- a* > c — ^ iB ^ 3 ^ r _ —p*. 

i 2 2 . 

Hinc 

!2 } 'AAsds iC +aB+ AA * a v- 

2 . 4 z 4 2^ 4 

Hinc fexti termini coefficiens 

iD-MC+iABsiD+LV^ei.e-2-isiD s i.fo 

2 2 2 2 22 

Et coefficiens feptimi termini 

2E -f- aD -j- zAC -4- B 1 55 2E+ ^ ^ -i- ^ ~ 

224 

ac 

f ai *y 03 ~ _ 1 . r ’ 1 

/— I~ I— - a ‘E a . s w r y_ -fi*. 

>■ Pariter coefficiens termini ofiavi 

Z j 2 K 
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sis / 3 y 

zF -h aE -4- 1 AD -+■ aBC =3 iFh- ~-+- ~ « 4 * ~ ~ g5 


_E_ __ *Z - lF S3 f =3 <*-~P»- '-«* - 

1 1 1 2 2 

Sed coefficiens noni termini 

af «6 jSJ 1 vy 

2 G -+- aF - 4 - lAE -f- iBD -+-CC :=3 2 G- 4 - ~- 4 - *-s 


?.£ «8 /3J_yy 


iG yj. 


Coefficiens decimi termini 


2 H -+• aG -+• 2 AF - 4 - 2 BE -4- 2 CD :=s 2 H - 4 - •—- 4 -^--+- 21 =: i* 

i i i i 


a» <*£ 


Coefficiens undecimi termini 


_ *tl 0? yt fi , 

2I -+-aH -4-2 AG-f- 2BF-4- 2CE-4-DD — 2I -4- - 4 - -+■ ~ - 4 - k> 


k _i!_«_£?_2‘_ ii ;a zi - * 

2 i i i 4 

Coefficiens termini duodecimi 

_ ax /3>j & 

2 K-haI-h 2 AH- 4 -iBG- 4 - 2 CF-»- 2 DE ss 2K-4--4- ^-4- j-- 4 - T~*~'z 


1 _Jl_.i! — fe_tf__ i-' -ik =>, 

2 2 2 2 2 
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Coefliciens termini decimi tertii 


i8 J 


2 L-t-aK-4- 2 AI- 4 -2BH-4- iCG-4-zDF-h EE ^ zE >+• 


a\ ct*. 

— - - 

2 z 


/30 yvi 

— -f- ~ ~ -i_ 

2 2 2 



& 


ax ** /30 yv « 

222224 


lL S 5 


p- 


& fic femper, Fa£tores 



jungendo ordine cum litteris grascis, quas 'propius accedunt ad finem in al¬ 
phabeto grasco. Sic in decimo tertio erat •— j in decimo quarto erit 

2- 2 

- • - , *■ . • • . - * • 

m decimo quinto ; Scc; 8c in omnibus terminis denominatis a numero 

impari jungendo quadratum quartas partis litteras eo pertinentis. 

58. Nunc videndum quid accidat aquationibus lingulis finitis. Et pri- 
*no quidem fit zr ;=3 45 ac r ^ 2, polynomium aflumtum fiet trinomium 


x 2 -+- -b A 

$uare in coefficientibus quadrati evanefccnt litterae omnes poft A j ut & 
in valoribus litterarum grxearum. Erit igitur, non mutatis coefficienubus 

fecundi & tertii termini, coefficiens quarti a A zz ~ , & manebit 


a * — r 1 , 

c— 2 ^ r 

Et ultimi coefficiens fiet 

AA « -i unde d- - « y =3 j—- -f 

4 4 4 

Ut NEWTONUS N°. III. pag. 143. hujus. 

$ 9 * Sit zr s=} 6 5 ac r 3, polynomium afiumtum fiet quadrinomium 
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x?-4- *—x 1 4 - Ax+- B 
z 

Sc evancfcentibus Cj D* &c.j fient coefficicntes octcrminandi j manenti* 
bus duobus primis, 

Tertius 

- d _! 2 -Ssra»-^“r af 

Quartus 

j_. e _— 1} quintus ~30 =3 4 

qui valores conveniunt cum NEWTONIANIS VII. pag. 145. hujus. 
Ille quidem ponit ad arbitrium 


~ y> y 




<—p(o - •—s<« 

2. 4 


fubftituendo pro y valorem. Addit etiam 9 alia dc caufia, 


n --w =5 ^ 

S 4 


40. Sit 2/ ~ 8 5 ac r ^ 4 i habebitur quinquinomium aflumtum 

x<-\- Ax l +- Bx+- C. 

2 

Evanefccnt igitur D> E* &c, & fient coefficientes, manentibus tribus 
primis, 

Quartus 

c 2 Z izlt— *-py— quintus f—e;=< <t/_ ^-£0 

c - r - r z™ z 1 * 1 24 14 


I vy 

g_^ y ;=• £ :=; feptimus, h— 


>( « i-> > 

4 


Prorfus ut NEWTONUS N° VIII. pag. r yz. hujus. 
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41. Sit ir 5=1 io, ac r 53 f j erit fcxinomiutn 


A f -f- A^-hBx* +-C*4- D 


Evanefeent igitur Ej F$ &cj & manentibus quatuor primis cocfficien- 
tibus quales erant in N°. praecedente, fiet 

Quintus 

^ tty (Sfi ^ ^ 1 1 1 

r r r ~ w 2 f T** r ' 3 ' 3 


g_ ~ f— 4 - i-» J- feptimus h-~ — 32 55J_ ~/3J_ 


^ . 1 , . .1 
1 - 5=: 6 S e— >—y 2 j nonus k — — K ;=: ^ >—Si 

z z 4 4 

Quos valores reperit Au&or N°. IX. pag. ip2. hujus, 

42. Sit ir :=: 125 Se r 6 . Aflumtum erit feptinomium 

• x 5 +- j-x* h— Ax 4 -t- Bx J +- Gx l 4 - Dx -4- E. 

& evanefeentibus F; Gj &c. , manebunt quatuor primi coefficientes, 
quales erant N°. 40., quintus qualis N°. praecedente, Se fient 


as 1 1 1 

1 — r— r — r - ?=! «-r* 1 - r«*- r/ 3 


feptimus 

. «e / 3 ^ . 1 1 1 

h — •— — — — ►— £3 v; £3 3 — — <xt — — — yy 

124 2 2 4 


;— r ~ * — *-p«— — >«r J nonus k- 

22 2 2 ' 

2 w». //. Aj 


_£f__ ^^ g _ ( 
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Decimus 

1— ~ —a zzd — ; undecimus m — l- zZ p zZ e — 

.22. 44 

Qui funt valorcs inventi ab Auftore N°. X. pag. 163. hujus.' 

Hinc, nifi fallor, conftat quomodo facile liceat progredi in infinitum (ut 
rede Newtonus N°. XI. pag. 15*3. hujus j) in inventione harum quantita¬ 
tum. Nunc quaerenda eft ratio determinandi leges , quibus obftringuntur 
& faciliora redduntur tentamina. 

43. ALquatfonis generalis reducendae , atque ideo datae cujusvis, duo 

priores terrtiini femper refpondent duobus prioribus terminis polynomii af- 
Aimti & quadrati (N°. 24 pag. 173. hujus). Ergo primus terminus com¬ 
plendus in aequatione propofita, is eft qui exponentem habet ir - z •> 

quandoquidem nunc agimus de redu&ione per cxtra&ionem radicis quadra- 
ticx. Afiumatur ergo polynomium 

kx'~' -t- lx~ z ■+■ mx'~ % ■+. o X r -*+p X '- S ■+■ qx ~ 6 SJt' - ’ -+- &c. 

Hic evehendus eft ad fecundam poteftatcm 3 multiplicandus per», (nu¬ 
merum non quadrarum, neDivifor fiat rationali*,) in fingulos terminos3 & 
hi finguli termini jungendi funt terminis rcfpondentibus aequatiqnis redu¬ 
cenda:, ut ea fiat quadrata & xqualis quadrato polynomii afliimti N°. 3f. 
pag. 180. hujus. Hinc complebuntur coefficicntes inventi N« . 36 ... 41. 
pag. 181...i 85 . hujus. 

44. Coefficientes polynomii N ; . praecedentis, evc&i ad fecundam 
poteftatem, facile determinantur per N*» 3 6. pag. 180. hujus.} & termino¬ 
rum , quorum exponentes funt 

2r — 23 zr -3 j zr -4i 2 f- 6 > 2r - 7 * 2 ' — b 

coefficientes multiplicati per», ordine, erunt 

«Fj 2»*/3 znkrn+-nl z i znko±- 2 nlm-, utkp 4 - znlo +- nnd 3 &c. 

Quare coefficientes completi aequationis reducendae, & vere aequales 
coefficientibus quadrati polynomii aflumti, erunt ha&cnus 

b+~«F 72 2A 4 - — j 2B4-aAid4-2«/:«i-i-»/ i 2C4-aB-4-AAi 

4 

c+-ztjko +-znlm ~ iD-i-aC-i— 2 AB 3 f - 4 — znkp - 4 - znlo 4 — 7Z zE-f-aD-h* 
aAC-i-B 1 3 &c. 

4y. Nunc idem polynomium N ; . 43., a fine deferiptum, fit 

fi 
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z J-yX +- W X 1 +- tf# 1 4-/X 4 4- SX* -h- tcd 

coefficicntcs terminorum, in quibus * exponentes habet 
1 i z > 3 5 43 Ti 63 75 8 5 &c. 
erunt, ordine, per n multiplicandi, 

1gy, zzw-\-y x j zzu-^zywy iz>t+-iyu+-w } iz>s+- iyt+-utw, &c. 

45. Polynomium aTTumtum, cujus fecunda poteftas aequare debet pro- 
politam, poftquam completa fuerit, pariter a fine deferiptum, fit 

S+- Rx 4 - Qx' 4 - pje» 4 - O.V+ +- Mx J 4 - &c. 

& coefficicntcs terminorum, de quibus igit N« J prcecedens, erunt 

S z i zSR; 2 SQ+-R*j 1SP4- iRQ* zSO 4- zRP 4- Qf; 
iSM +- zRO 4- zQP i &c. 

47. Tandem aequatio propofita & complenda, pariter a fine deferipta, 

u 4 - t*+- sx l j t- rx 1 +- qx 4 4 - p**+- £cc. 

Erit 

u-t-tffc 2 ;=} S 2 $ atque S 2 -u :=? 

48. Quare w cft unus c diviforibus ipfius S 1 -u* & quidem ita ut quo¬ 

tiens fit quadratusj ut praecinit NEWTONUS, dicens N°. III.j p n g. 

144. hujus, tenta JZ n dividat QQ-s, 6? quoti radix fit rationalis s & idem 

praecipiens de RR-v, N°. VII. pag. ifp. hujusi & in genere N°. X. 

Pag. 1 f3. hujus, quare numerum quadratum , «« per n multiplicato ultimus 
aquationis f reducendae) terminus fui proprio ftgno adnexus quadratum numerum 
'ficit Nam in genere &: pro omnibus aequationibus intelligenda fuat haec 
v crba, ut patet, quoniam in genere eft 

u 4 - nz 1 ^ S\ 

4P. Quod autem praecipit Au&or, N°. XI. pag. if$. hujus ut, ad inve¬ 
hendum numerum quadratum , cui per n multiplicato ultimus aquationis redu- 
c enda* terminus fub proprio fgno adnexus quadratum numerum efficiat , ipfi ulti- 
ho termino reducendae, ubi n ejlpar , vel ejusdem quadruplo, ubi n efi im~ 
$ ar •> fucceffive addantur 

n$ 3 n > f n 3 7 n 3 P n * Iin > * 3 n J x f n 5 &c., 

& deinceps , donec fumma aqualis fiat^ alicui numero quadrato , non fic intclli- 
fiendumeft quafi hae fumm* eile debeant, ordine, ubi n eft par, poflen- 

Aa t do, 
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do, more noftro, u pro ultimo cujusvis aequationis reducenda: termino, 

u+-#j u+- 3* ; u+- u4- 7»}. u +- y»’, u +-11» > &c. 

Ted ut cuique fummas addatur terminus fcquens in feric allata 3 ita ut ex 
fummx fint, ordine 

U +* ti 3 U +- w -T- 3* S 3 u-H 4» 3 u +- 4« 4 - f» ^ m- p»3 &c. 

Idem facile intclligitur quando n eft impar, ponendo nempe 4U, pro Uv 
po. Conftat fummam numerum imparium e ferk naturali arithmetica^e- 
fumtorum, conficere femper numerum quadratum. Ergo ex Au&oris prae- 
feripto , habetur femper numerus quadratus per n multiplicatus. Sit enim 
feries 

1 5. $5 <*3 73 11 * 1 

quoniam differentia eft 1, erit C numerus differentiarum. Sed , poft pri¬ 
mum, qui nullam habet differentiam, tot funt termini, quot different 1x3. 
erit ergo omnino numerus terminorum C -+- 13 quare fumma progreflioni* 
erit 

(tC -4- t -4- 1) (C -t- 1) ( _ _ ^ 


j-i. Confideremus attentius coefficientes deferiptos in fine N*. 44. pag> 
18 6. hujus. Erat primo 

a 1 a* 

b zz iA -k --3 & b- ~ -h nk 1 53 1A zz * -+■ nk K 

4 4 

per 37. pag. 181. hujus. Hinc 
« zZ 2A - #£ 4 

& * dividi nequit per», nec per k , nifi A fit per n vel per k divifibdis* 
vel A S o. 


jz. Eft autem eadem quantitas 

zA-b «+■ *-•- tik % 

4 


a* 

1—• 

4 


impar eft # 


Igi' 


eoefficiens tertH termini3 & quando a eft impar, etiam 
fra&usj integer autem eft 
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Igitur, aut 


iSp' 


a 1 a 1 1 * 

zA H-• ~ o 5 aut — — S Oj aut vel lA-t- 2-j vel t _ n k' 

4 4 4 4 

dividi poterunt per 4. Sed neque primum, neque fecundum, neque ter¬ 
tium fieri poteft, fi A eft quamitas integra* manet ergo ultimum. 

, a* a 1 

Non primum, quia tunc *j- -zA 5 eft autem *- numerus impar, 

per hypothefimj & zA eft femper par. Eflct igitur numerus impar sequa- 
lis pari. 

r a* a 1 

Non fecundum , quia tunc — ^ nk 1 i 8c —r, =3 & 1% eflet numerus 

4 4 * 

quadratus, contra conditionem fecundam. 

Non tertiumj fit enim, fi fieri poteft 


zA -4- ►-* x , numero intego. Ergo 8A -4- a* 4* 


fed 8A eft ut & 4* numerus par: a* impar, & fumma vel differentia duo¬ 
rum numerorum, paris & imparis , femper eft impar, qua: tamen tcquare 
debet numerum parem 4*. 

Hinc aliquando minuitur numerus tentaminum; nam difpiciendum eft 

*n *-- nk x conficiat numerum divifibilcm per quaternarium. 

4 

Erat fecunda 

c + inkl s zB + aAi vel, B A „ 

a z 

per N«« 37. Unde 

a* ., a«£* „ a»£* 

c — — h- z»*/ —- S iB :=! 1 nkl— - + (3 

z z z 

per eundem N^ 37. Quare 

/3 — zB-4-»^( ~— 1 /) 


& neque 3 dividi poterit per neque per £ , nifi fit vel B divifibilis per 
* vel per k , vel B s o. 

J 4 - Tertio erat 

d+znhn+nl' z=i 2C aB + A A. 

Aa 3 5 c 
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ipo 


d wkm nl 1 — 2C ~ aB a AA a (~~~ z ) 

Ideo 


** «»F n'k* . 7 , -r . 

d _ — __-— —-+- mkm -+- nl' — 2C 

4 z 4_ 


= B a **/- 


a»* 1 0 


per N** praecedentem. .Hinc 

a ,3 * l *»F 
4 

. __ -4- k(znm — a*/) -+- nl 1 


j a i+ 1»*»»+»/*^-—= icss 

2 4 z 4 4 


4 ' "4 ^ 

per N«/» 37., vel tandem 

. - jC + »(— H- *'( “) •+.*(«*-•/) />) 

4 4 1 

& y dividi non poterit per «, nifi vel C dividi poflit per », vel fit C a o. 
Sed y tunc dividetur per k quando / a o & praeterea vel C divilibilis per 
vel C o. 

5-5. Erat quarto 

e-1-2 nho + mlm :=3 2D -4- aC -f- 2AB 
Eft autem 

,C = 

x & 

«£ a#’F , t/ 0» a#* ,, 

i AB ^3 ►— —- - 4 - n k*l -4-1’ (•“• — ) -4- octtkl 

24 z 4 

Erit igitur 

, _ «3 «y ?a» 2 F 

e 2»fo - 4 - 2»/;» :=J 2D-+- ——* — — q— -+- » -+- 

22 o 

, a J » a«» \ , , a*#/ A ani 1 

*■ (-5- — — -+■ P») -)- * (a»w -—-»-«»/) h- 

o 2 * 2 

Hinc 




ad caput r. 

Hinc 

2D - -k‘ 


.1*1 


,/ a’«/ 

^(a«w — — -f- *»/-z»o) 


zD-^ii 4 


• C -f- Z»/W - 

& 

a 3 » aa» 


a »/ 1 ut 3 


. ii / a " *■”* w ,, a 1 »/ 

8 * '-** * (8 ' — t + r )+ ——•+•«»/—1»«) 


T a«/ 

- 2«/w -f. ■— ^3 c - 

z 


«3__ *y ^ j 

z " z """* 


per N«w 40. pag. 1S4. hujus. Quare neque dividi poterit per », nifi 
lit aut D per « divifibilis, aut D =3 o, neque per k , nifi evanefeat 

, 7 C 

Zw/OT-j-—• , & prxterea vel D dividatur per k , vel iterum fit D ~ o. 
p<S. Quinto erat 

f-4- 2#*/> - 4 - 2»/<? - 4 - nm 1 =3 2E h - aD -+. zAC - 4 - BB 
Eft autem 

n _ ?»>*£ a»MV a«« a|3» 

“ i«s t5 -*- 4 — — )-»- 


*c- 


zrnm 

z 


a nl zxnl z x nl l 

— --4- a no) -f. znlm - 

4 4 4 


& 


ui 

Z 


*AC 


' 8 ’ 


-* 4 (' 


z r n l - 


'* n \ 7 1 * »‘*A 

- ) + k\n 1 m-—)-*-k (~g- 


nx l rit+ny. 

T+—> 


- \(nxm ~ ——) - 



Z 


BB 


»w 

16 


atque 


n x kPI 

z 


4 

Quare 


&3 

4 


f -f- 2 »ty> -f- 2»/o -1- «w 1 zE— 

o 04 

k\»m _Hi 7 ) + 

2 2- 8 4 16 4 ^ 


$(«nn t 
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IP1 


k[enm~ larti — 
inlm 


arti* 

1H0 -4- /?#/} H- - 


a’»/ 

— •+■ — 
i 4 

a*»/ 1 oLy 3* 

-h ^-4--l- —• 

4224 

Unde facile deducetur, quod 


^ «V «O. 


aJ 1 

2 


/33 


per N*”* 41. pag. i8f, hujus, dividi nequit per », mfi vel E dividatur per 
», vel E 5=; 03 neque per £, niA 


a»/ 1 

2 


a 5 »/ 1 . , . ^ 

- 4 - a»//» -4--— inio — nm —. o 


& praeterea vel E dividi poflit per £, vel rurfus E - o. 

<7. Infpiciendo coefficientes deferiptos N°. 44. pag- 186. hujus, confla¬ 
bit tot efle coefficientcs , qui dividi nequeunt per », nifi praecedentes 
omnes vel nihilo aequentur vel per n dividi pofllnt, quot funt litterae 3 
Bj C3 &c. in polynomio ordinis r, quod eve&um ponitur ad fecunda 
poteftatem. Sunt autem in eo hujusmodi litterae ad numerum r 1 'i q u 

polynomium illud habet terminos numero r 4 -1 3 quorum primus cocfficien- 
tem habet unitatem 3 fecundus datum a. Nunc condat idem accidere lit 

teris graecis * 3 /3 3 ^3 & c * , . 

Quare, re&e monet Au6lor N\ III. pag. 14?. hujus,» non quaeren¬ 
dam inter divifores unius «, quando aequatio reducenda eil quatuor dime 

Et N°. VII. pag. 149. hujus, non quaerendam inter divifores duarum 
priorum (unam enim ibi addit faiftra) , quia tunc r 1 cs 23 aequatio 
nempe reducenda eft fexti ordinis. Item N • VIII. P a S* .M 1 * ^ u i us ’ a 

quaerendam inter divifores trium priorum Nam ^quatio reducenda e it 
ofto dimenfionum, & r-i = Qpod etiam obfervat m numeris ic 

qU c3 t Reducenda ordinis 2r habet ir coefficicntesj pro Angulis haben¬ 
tur Ansulae fubflhutioncs demto primo. Habebuntur ergo litterae graec» 

lr _1 Sed afTumta ordinis r habet coefficientes determinandos r—r ' 

Erunt ergo 2r_r-h 1 — 1 s: r, liucr* grnecae , in quarum valoribU* 

nihilo aquales enint r pofteriores liter.T in aflumta, nempe 

Si R; Q.i Pi O; &c. 

cuare hi valores ad numerum r, habebunt » pro communi divifore. H* c 
optime congruunt cum iis quae tradit Auctor N . III. pag. 141. N . 
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pag. 149. N®. IX. pag. ip2. N°. X. pag. ip$. hujus. Patet autem pro- 
grefius in infinitum, quia fi aequatio reducenda fit in genere ordinis 2 r 
quaerendus cft numerus n communis divifor quantitatum, in genere de- 
feriptarum N°. $7. pag. 181. hujus, ad numerum r. 

pp. Jam in omni tentamine, cujufcunque ordinis fit aequatio reducenda, 
poni aebet * 

A 33 —— > per fi. pag. 181. hujus. 


B =j — — + per p$. pag. iSp. hujus. 


, d — A A — aB - 4 - n! 


-nkm, par N*« P4. pag. 190. hujus.' 


D 53 —-— — AB nko -t- nlm> per N«»pp. pag. , p0 . hujus.' 

■p _ f •— BB — aD — nm* , „ 

r, ^ £—-A, per N*/» p 6 . pag. 191. hujus.' 

Et fic femper, donec deveniatur ad ultimam litteram S, cujus valor vYu-*-** 1 ) 
inventus eft N°. 48. pag. ,87. & N» 4 p. f o. pag. ,87. ,88. hujus. Diipi- 
ciendum igitur eit an hi duo valores conveniant, quoniam uterque deter¬ 
minatus efi: per conjeduram ultimus quidem via explanata N« 42. Sc 
po citatis > primus via explananda dum tradetur quomodo detegendi fint 
valores lpfarum /; a» &c. Ex his, quae generalia funt, facite de¬ 
ducuntur praccpta peculiaria, quas pro aquatione odo dimenfionum tradit 
nolter N°. XI. pag. ip 4 . hujus j obfervando illum feribere Qubi nos A i 
illum R irbi nos B* convenire in ultimo termino S, & in aquatione re¬ 
ducenda me non iisdem uti fimbolis, quibus Newtonus. 

60. Quod autem addit loco citato, e fle debere b (nos dicimus *): nu¬ 
merum ipfi S rcfpondentem, aqualem his tribus 

i RS — w j Q$-f-R R ~ ^ — nm' ps -4- 2QR — / _ mlm 

5 iHk 

%He deducitur in genere e coefficientibus, quos incipiendo ab ultimo ter- 
mmo, defenpfimus - N» 4p. & 4 6. pag. 186. hujus : unde patet efle rro 
^rmino fecundo ab ultimo 1 

zn&y -4-1 5: 2SR) atque z 

my 


Tm. II. 


pro tertio verfus primum 
Bb 
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„ _ . lSQ-hR* — S — »y* 

inziu+nf + % =3 iSQ-f-R , & & ~ - > 

pro quarto pariter verfus primum 

_ _ __ 2SP-4- 2.RQ—r — myzu 

zn&v «+■ iityw •ir i’ 33 iSPh-RQ; & z 33 2WV 

Ex eodem numero facile deducentur reliqui valores, quorum ultimus ille 

erit, qui habebit uS, & ut no lier pS. 

Quoniam autem litterae majores determinandas iunt numero r -1 ; oc 

ultima S ordine jungitur cum praecedentibus, ad numerum r -2, & 

praeterea cum a coefficientc fecundi termini in reducenda; erunt ergo 

hujusmodi valores ad numerum r-I. Sic auftor loco citato invenit tres 

pro aequatione odo dimenfionum ; quatuor erunt pro decem; quinque pro 
duodecim; atque ita porro. 

61. Quod autem S jungatur cum praecedentibus coefficientibus fui po- 

lynoinii, nempe cum R; Qj P> & c * , 

Et quod A; B; C; &c. jungantur cum fequentibus; item quod z jun¬ 
catur cum y; vj &c; quod k ; /; &c. jungantur cum fequentibus, 

& ad quem numerum facile conftat e formatione fecundas poteftatis. Nam 

Polynomium aflumtum ' 


r a r—I 

* - r* • 


- Ax " 


. Bx 


—3 


-Cx 


X —4 


. Dx 


r —5 


-Ex 


r—6 


■ &C 


cujus quadratum asquari debet propofitae, poftquam ea completa fuerit, 

habet litteras majores A ; B ; &c., determinandas ad numerum r--1, 

r N ° <*7 pag 102. hujus). Harum quasvis, in quadrato ,per multiplicatio¬ 
nem' ungitur cum coefficientibus omnium polynomii quadrandi termino¬ 
rum, primo non exclufo; invenietur ergo in r + 1 terminis quadrati. Ha¬ 
bet autem quadratum illud terminos numero ir-t- 1. Sunt ergo omnino 
termini numero r, e quibus abeft littera quaevis-, Sc demto rrimo x 2 ", 
qui coefficientem habet unitatem; demto pariter fecundo, qui habet coeft- 

cientem a determinatum, manent termini numeio r -2, e quibus abei 

littera quaevis major determinanda. .... . 

Eft itaque prima A in r-4- 1 primis terminis quadrati, incipiendo a ter- 

tio eiusdem termino; abeft ab r - i pofterioribus. Ultima S invenitur 

in ultimis terminis r-4-l i abeft abr-i prioribus. Secunda B eft m 
r+i primis terminis quadrati incipiendo a quarto; abelt a tertio, cC w 

r . _ ^pofterioribus. Penultima R invenitur in t + ' ultimis terminis, 

auorum primus eft: quadrati pcoultimus; abeft ab ultimo 6cab r -3 prio¬ 

ribus, &c. fc;mper intelligcndo quamvis litteram abefie a duobus primis. 
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61, Sed aliud aflumtum polynomium, quadrandum & poftea per h mul¬ 
tiplicandum , nempe 

kx r ~^ : -t-/* r 1 - 4 - mx~~ l + ox~* px r ^ s -h qx r "~ 6 -h sx ^ 1 & c . 

terminos habet numero r, & totidem coefficientes determinandos k> 1-, 

&c. Horum quifque per multiplicationem jungitur cum fequentibus, quo¬ 
rum numerus eft r - i. Sed & quifque coefficiens quadrandus eft, vel 

/ (quod idem eft) quifque coefficiens jungitur cum omnibus, illo ipfo non 
/. cxclufo* invenietur igitur in terminis numero r. Illud autem polynomium 
quadratum terminos habet numero ir -1 * quare quilibet coefficiens ab¬ 

erit a terminis numero r— i. 

Sic k erit in r prioribus, & aberit ab r -r pofterioribus$ / erit in r 

prioribus, incipiendo a fecundo, & aberit a primo & ab r - z pofterio¬ 

ribus: m erit in r prioribus, incipiendo a tertio, & aberit a primo, a fe¬ 
cundo , & ab r -3 pofterioribus: Scc. 

6 3. Cum per N?» 47. pag. 187. hujus, fit 

U- 4 - 77 S 1 S S* 53 U- 4 -»(C-f-l)* 
per N# w fo. pag. 1S8. hujus^ erit 
* S C. 4-1 

& numerus «i-(vel h apud noftrum N°. XI. pag. 173. hujus) definitur ex 
numero additionum, quas fiunt ad ultimum propofita: terminum, fecun¬ 
dum N«"» 49. pag. 187. hujus, eoque vel integro vel dimidiato. 

Sic in exemplo , quod loco citato affert Au&or, ut fiat S* s o, duae 
funt facienda: additiones, 

prima— 20 7 53 — if> fecunda— 17 + 1; s o 

& numerus ipfi S refpondens eft: 1 S 3 ~ } quia nempe n eft impar. Pari¬ 
ter ut inveniatur S 1 s 27, tres facienda: funt additiones, nempe dua: jam 
deferiptx, Sc prxterea o 27 zz 27, & ~ eft: numerus tunc ipfi S ref¬ 
pondens. 

64. Ex eadem aquatione facile conficitur efte S quantitatem integram^ 
Ubi z, eft integra, & viciffim. 

Nam aequatio reducenda ponitur a fra&ionibus libera$ ideo eft u quan¬ 
titas integraj integra patiter ponitur n\ ergo &c. 

67. Nunc dico quod, fi S eft quantitas fratta, nullum alium denomi- 
uatorem habere poteft, quam binarium,* & quod tunc n eft numerus im¬ 
par atque unitate fuperans multiplicem quaternarii. Nato, quia eft u 
quantitas integra, & 

U ss 


Bb 2 
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U =5 S 1 


nz/ 


quantitas integra debet cfle S 1 - nzl\ quare fi fra&ae funt S &c z, ne- 

ceflario habebunt eundem denominatorem 5 unius pars alteram dcitruet* 
& reliqua conficient quantitatem integram. Ponatur 

c A _ A£C 

S Sjl &,s- r 


S*-- nz," zz 


Erit 

A x - nA x +L znA C — nC' 

B* 


Ut hujus quantitatis pars defiruat ipfam g , oportet ut n exponatur per 
numerum aliquem unitate autturq* fit 

n ^ D I 

fubftitutione fadta, erit 

A 1 - DA -A'+- iDAC~ zAC - DC l - C 
U ~ B' 


&, delendo qux fe definiunt, 

DC - 


DA' ql iDAC IpL 2 AC - 
B l 


.C' 


quse debet effe quantitas integra. Statim conflat poni non polTc 


K - D_1 > tunc enim A' -— (D— — 1) A 1 sx A 1 - DA 1 -v 


neque pars partem deflrueret. Debet autem reliqua quantitas efle integra* 
Si A & D ponantur divifibilcs per^j ex. gr. 


jf 5- BE & D =: jSi 7 , manebit 


1AC+DC + C 1 
R 


- c 


Prseterea erk S =: ~ ^5 E, quantitas integra, & manebit u quantitasfradta, 
B 

Si -c? & C ponantur divifibilcs per B> erunt tum S tum z, quantates in¬ 
tegrae. 

igitur nullo pa£lo fieri poteft ut fit B divifor ipfius A. Cum tamen 
quantitas fupra deferipta debeat effe integra, ponatur D S £'F- } habebitur 




A D C A P UT r. 


u ^ - AF^LACF^l 4 


2 AC - C 


unde vel lAC Sc C% vel tum C tum C\ dividentur per B\ Si non C fed 
2AC dividitur per E 1 , erit i? =: 2 & C iG. 

. Si tum C tum C* dividuntur per B 3 quoniam coefficiens termini penul- 
timi praebere debet quantitatem integram 3 & ille dat 

eo — 

t s 2SR- iftzy !=5 - 2 «^r 

etiam R dividentur per i?. Hinc per cocfficientem tertii termini, ab ul¬ 
timo, etiam demon lirabitur divifibilis per B , & procedendo verfus 
primos terminos, reliquae litteras majores, donec perveniatur ad Aj qua: 
pariter dividi debet per B , vel, quod idem eft, cfle ejus multiplex3 non 
ergo erit A nec 2A quantitas fradta. 

Tunc autem (N*. f2. pag. 188. i8u. hujus), ~dividi debet per 

4 

4i ita ut fradtio — deleatur, & maneat quantitas integra, ponatur ergo 


k zl x ir ~ » manente » =3 jD -4- 1 ;=♦ B F 1 
z 


a* , a* z>*/v 

~ ^ h-- — B'Fx r* — B 1 F-xx Hp av — . 

4 4 4 


tibi quantitas integra efle debet -- j nequit autem nifi 5 z } quod 

erat unum. 

66. Demonftratum autem eft efle 

n D -4- 1 r 3 ergo # ^ 4F i 

Quod erat alterum. 

67. Nunc fubftituendo 2 pro B , fiet 

y/r 

u S 3 - A l +LiAC^.— - ~ 

* 4 

C 1 

& debent integrae ‘efie — ac — 3 ergo. 

2 4 
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C 53 i G) erit £ 33 


^ 4 -c 

1 l 


Quare 




■C*) 


U -+- H£* =5 S l 53 U -4- (4^ -t- I) (^- ±T • 

4 

& 

4 S l 53 4 u^( 4 £-^ i) (jt-b+JF+F) 

• Igitur quando valor ipfius S inveftigandus eft per additionem praeferiptam 
Xi! pag. ip$. hujus, atque ideo per numeros integros, additio impa¬ 
rium ipfius n multiplorum fieri debet non ad ultimum reducendae termi¬ 
num, fed ad ipfius quadruplum s & quadrati fic inventi radix erit iS, ut 
monet nofter loco citato. 

68 . Hic, puto, locus eft explicandi ratiocinium BernoulHanum N°. 12.. 
pag. i 6 p. hujus, quod mihi quidem obfcurius videtur Ibi ponitur p,fim- 
bolis Au&oris, & anoftris, numerus par; impar autem r vel /, & demon- 
ftratum eft eflc k numerum integrum Demonftran ’um eft efte il expref- 
fionem fallacem, qua: mentitur numerum parem, cum revera fit impar. 

PP PP 

Nam, quia p eft par 53 lA) integer erit ~ 53 A ; quare q - ~ 53 

q - A* 53 *, erit numerus integer j par vel impar nihil refert; ergo 

tum *p, tum pQ erunt pares. Sed r impar eft , per hypothefim; ergo 
pQ.- r eft numerus impar. 

Jam, aut ~ eft par, aut impar; fi par, impar erit r — 53 0 . Sed 

n efle debet numerus integer, & divifor ipfius / 3 ; ergo n impar eft. 

Si ~ impar eft, oportet ut impares fint tum £ tum * ; ergo ~ eft 

xx 4 S - etx 

quantitas fra&a; quare f 53 s - ~ 53 -~ • 

Par autem eft 4 J & *x impar, ac n fumitur divifor denominatoris, qui 

/3 

conftituit valorem ipfius f vel ergo n impar eft; ut 8 c £ 53 Qua- 

n 

re etiam » 4 . eft impar. Sed 

znkl 53 pQ —r 

eft impar, quia pQ- r impar eft; impar eft fa&or nfo igitur & il imp af 

' eft, quamvis fpcciem praebeat numeri paris. Sit ergo. 

49. H S * I, erit / S Xf* a « Qffr* 

Z 4 u. 


j d c a p u r r. 


& eft s quantitas integra; quare Q^eft quantitas fra&a denominatorem ha¬ 
bens 2; atque hujus fra&ionis numerator eft impar. Sit 


7 °. d- 


'■, erit Qa— * a 


» - l± 4*±VL z V - , +4( e±g=St=f ? JL* ) 
i+747+47 «t 4 T-Mf 

Debet autem » e fle numerus integer, quare ad integrum revocabitur fra- 
&io valoris praecedentis, & n aequabit quadrupli multiplum auctum unitate. 
yt. Haec redte procedunt quando fra&io 

±:*-*-x' —s—y—y x 

t 47 + 4y l 

(quae praebere debet numerum integrum, 5 c per 4 multiplicata unitati jun¬ 
genda eft ut inveniatur ipflus n valor) eft pofitiva. Si vero ea cfiet nega¬ 
tiva, tunc valor ipflus n eflet negativus, Sc deberet n unitate minor efle 
quam aliquis multiplex quaternarii > atque nequatio reduceretur per radicem 
quadraticam imaginariam. Velutfi, proponeretur aequatio 

— 3 x , -b 4 : 4 **—123X-4.P7 O. 


,a -^r s -r 


b ^+443 c ^ —125; d^- 4 - 5>7 


aa 9 

- ^ 44 - — 1=5 

4 4 


17 6 — 9 
4 


167 _ a* ^ _ foj 

4 ^ T ~ ' 8 


8 ~ — 8 - —sr ~ 


S _ 17889 , 27889_»rr ^ 7889 __ 2 tf 3 j 7 

4 16 * 4 ' 4 16 id # 

^Hvifores ipflus 3 funt 33 7; 233 & ipflus £ funt 33 2c 87793 communis 
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eft unus, 3 i qui a quaternario deficit unitate? ergo «quatio propofita per 
extra&ionem radicis realis reduci nequit. Sumo n w-3 > 6c tento an 

{ -sj Z. , (quia nempe a eft impar) rem conficere poflit. 

Efl ergo 

11 0 483 16 1 (i _ 161 _ 23 

^ ~ 4 5 8.-3 8 5 »"*" + 8 i 7 ~ + ? 

2 

Quare 

2 »•& 4 4 2 

Hinc facile invenitur 


* «** _ 147 3- 4P _ 167-147 _ . r _ A 

I ~ S 2 4 ~ 8 a ~ 

& 

AA a U, AA-d = — — J>7 = = -^ 5 - 


Hic numerus divifus per n ~ — 3 dat —, cujus radix eft ir — r=! /. 

4 2 

Quapropter «quatio propofita reduci poteft, & pnebet 


2 2 2 i 


72. Si quis vero fumeret 


* a 




vel per aliquem alium numerum imparem unitate fuperantem numerum qua¬ 
ternarium, & utram que partem quadraret, nunquam conficeret aequatio¬ 
nem a fra&ionibus liberam. Oriretur enim in exemplo noitro 


X 4 - XXi -f- <58 ~X x - 2OOX-4- If7 i 7=^0 

J z 1 z -e 

quae tamen reduci poteft multiplicando per 2 , & adhibendo primam e du*' 
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bus methodis, quas BERNOULLIUS tradidit N°. 18. pag. 171. hujus. 
Sic enim erit 

ix 4 +- 137** — 40CX-4- ^if o 

Nunc ponatur ix s;, atque ideo m -=• 2 3 m x ^3 4; w* — 8. Subftituen- 
do^r pro x y ac multiplicando tertium propofitae coefficientem per 2, quar¬ 
tum per 4, & ultimum per 8, prodibit 

J 4 - 6y' + I 74 y l - 16007-1-2720 7=i o. 

Erit igitur 

a j l a 2 

a =5 -< 5 i - =3 - i i 7 ~ b - T S3 174-9 ss =s • 

i 4 4 

Hinc 


** , - 7022f 

7 “ — 3 ; & 7 =s '• 

1 44 

Quare 


«61 

j* =2 -itfoo-t-7pp — 807 s £, 


& 


" — 2fl0 _ 7Q^f _ _ 6ot4f - v 

4 ~ 4 ^ 4 ~ 4 ' 


Diviforcs ipfius (3 funt 73 73 23. Divifores ipfius f funt f; «13; 5-23. Qua 

re aut n =3 —f, aut » — — 22. Sumo n t=2 — f. Erit £• s 15*1 

1 J n — f 


& £ =: -4-7 j vel k =: -4-23. Sit £ ~ 73 erit - S 3 3 j Sc — 3.7S - ai. 


~ a£ /3 . 0 , 

Quare ~ — ^ — —11—33 s —44 =5 2/3 & / ;=j —12. 


Jam 


£±i» =5 = I0 - Ai &AA - Iao 


AA—d ^ ico —2720:=; —24203 & —:=s =2484=5 (—22)*^ 

. //. C c ^ 


Z 1 

Eft 
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Eft “ergo aequatio redu&a 

y' —= ( 7 r— i *) v '—S 


& reftituendo 4** pro y 1 5 ac 2* pro 7, & terminos omnes dividendo per 4 



Si vero pofuiflem n f redudtio fieri‘non potuiflet. 


Qux fupra N" 6f. pag. ipf 196. & <56 pag. 197. hujus, demonftrat* 
funt, fic in genere potiunt oilendi. 

73. In polynomio ordinis r, quod* quadrandum afiumitur, eft 

a coefficiens termini, cujus exponens eft r —^ 1 

A coefficiens termini, cujus exponens eff r - z 

B,coefficiens termini, cujus exponens eft r-3 

&c. 


Sed & aliud afiumitur polynomium quadrandum ordinis r - 1 , cujus 

finguli termini multiplicandi funt per ». In hoc eft 

k coefficiens primi termini, cujus exponens eft r - 1 

l coefficiens termini, cujus exponens eft r— z 

m coefficiens termini, cujus exponens eft r - 3 

&c. 

Quare fibi refpondent 

a & A & /j B & «5 C D & Pi E & q-, &c. 

• 74. Coefficientes completi, deferipti N°. 44. pag. 186. hujus, ita funt 
comparati, ut fimul adfint vel abfint quadrata litterarum refpondentium. 

Ergo li qua littera major fit quantitas fradba, etiam ei refpondens minor, 
debet effe frafta, ita ut utraque habeat eundem denominatorem, (ut prae¬ 
cipit Audfcor N°. XI. pag. 1 y 3. hujus, de S & R&wj Q&/ j 
& ita quidem ut minoris quadratae Sc dudlx in n pars vel deftruat quadra¬ 
tum fra&um majoris, vel cum co conficiat quantitatem integram. 

7p. Sed prima determinandarum littera A, primum eft in tertio fui qua¬ 
drati termino, cujus exponens eft ir ij littera / ei refpondens primum 

eft in fecundo fui quadrati termino, cujus exponens eft 2 r -3 i'N» 61 

& 62. pag. 194. hujus) , & fic de reliquis. Igitur femper primus termini 
illius coefficiens completus in quo eft littera aliqua major IVI, caret littera 
minori,quae ei refpondet,& quae indicabitur per /. Igitur fi M fit quanti¬ 
tas fradfci, coeffioens ille manebit fra&us, contra hypothefim j nec fieri 
poteri 
atque 


t integer quin tota aequatio multiplicetur per ejus denominatorem * 
ideo ejus primus terminus, quod rurfus eft contra hypothefim} nam 
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tacite ponit NEWTONUS primum reducendae terminum coefficicntem 
habere unitatem, & integram efle «quationem reducendam. 

75. Atqui littera illa, in primo termino in quo eft, ducitur in ij igi¬ 
tur ille terminus poterit efle integer fi M fit quantitas fra&a denominato- 
rem habens binarium. 

Si quis hoc ratiocinium exemplis illuftrarum cupiat, infpiciat coefficien- 
tes completos deferiptos N°. 44. pag. 186. hujus3 6c videbit coefficien- 
tem tertii termini in quadrato efle 

b -4- nk 1 S lA + l 

4 

in quo primum eft A, & in quo non eft /, quae ei refpondet. Igitur, ne- 
gligendo quadrata poftea confideranda, fi eft A quantitas fra£ta, vel denomi- 
natorem habebit 2 , vel aderit fradtio in coefficiente, quod efle nequit, quia 
ponitur b coefficiens propofit* , quantitas integra, & eft 

b 7=1 2A-+- 1-- nk 7 

4 

Pariter coefficiens quarti termini in quadrato, eft 
c -4- in\l =, 2B 4- aA 

in quo non eft m , littera refpondens ipfi B3 unde 6c hic fponte redit ra-* 
tiocinium praecedens, fic de reliquis. 

77. Si vero primus propofitae terminus alium haberet coefficientem ,pra:- 
ter unitatem, propofita eflet transformanda in aliam, cujus primus termi¬ 
nus coefficientem haberet unitatem, Sc transformata eflet rcducendjf, at¬ 
que in ea vim fuam haberet ratiocinium praecedens. 

Quare vere noller N w . XI. pag. if$. hujus, addit pofle S& k\ R&wj 
&c\, efle fra&os, denominat orem habentes binarium . Ponit enim altiflimi ter¬ 
mini coefficientem in reducenda efle unitatem , quod jam monuimus. 

78. His pofitis, reliqua facile demonftrantur in genere. 

Sint, ut fupra N°. 74. pag. 202. hujus, quantitates fradtae & refponden- 
tes M & /. Quoniam utraque eft fra&a & denominatorem habet bina¬ 
rium, utraque eft impar. Sit ergo 

M s a 

2 2 

Erat in eodem coefficiente 

M - 4 ^ -4- 4^-f -1 - 4 nf - 4*r_ ~ g 

4 


Cea 


G 
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fi n eft numerus pofitivus. Tunc autem eft 

- N 1 -+■ N —ny' — H) 

quantitas integra 5 fed manet fra&a 

1- n 

4 

quae fra&io deleri nequit nifi n conftet ex unitate & ex quaternarii multi¬ 
plo. Si vero ponatur 

1 — n 1 — 4 z — i 

n 33 4r -+-1, tunc 33---- =3 — z 

Tunc ergo debet n efle numerus impar, qui per quaternarium divitiis re¬ 
linquit unitatem, ut nofter pluribus locis. 

7i>. Sed fi n eft numerus negativus, fiet 

M 1 — nt x =3 1+ + 

4 


& delebitur fra&io fi n conftet ex multiplo binarii unitate minuto, 
ft ponatur 


i-4 -n 

n 33 2 &- 1 , erit —— 33 

4 

quae erit quantitas integra 


1 iz — i 


ZZi 

4 


fis 33 2# > atque ideo 


2 


Nam 


n 33 4 ^—i* 

Hinc, fi # eft numeru-s negativus impar, unitate deficere debet a multi¬ 
plo quaternarii, ut jam obfervavimiK N°. 71. pag. ipp. hujus. 

80. Si quis in propofira & reducenda coejficiens termini fecundi , vel quarti , 
vel fexti ., vel aiuujus denominati a numero fari, fit impar , debet effe n numerui 
impar. 

Haec regula generalis facile deducitur e N°. X. pag. 173. hujus, & e 
praecedentibus} ad eam in genere dcmonftrandam ufiles erunt fequentes ob-> 
iervationes. 

81. Exponentes terminorum denominatorum a numero pari, funt impares 
in quovis binomio evefte ad fecundam poteftatem. Quare horum termi¬ 
norum coefficiemes in utroque polynomio afTumto & quadrato, confiftunt 
ex binis rcdtangulis, fine ullo quadrato (N^ 36. pag. 180. hujus.). Er¬ 
go, fi binomium aflurntum conftat e quantitatibus integris, hi cocfficientes 
funt pale*. 
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Ex. gr. aflumatur quadrandum polynomium 


40 f 


X r 4- tx 1 -f. A/ 1 -4- B/ 3 -f- Cx r 4 4- Dx r 5 4- 4 . & c % 

hoc quadratum habebit 


termini fecundi 
quarti 
lexti 
o&avi 
&c. 


coefficientem .. iz 
zB-f-2aA 
2 D -f” zaC 2 AB 
zF -+- 2aE-4- 2AD -+-2BC* 
&c* 


Pariter aliud polynomium affumtum, quadrandum, & poftea per n mul¬ 
tiplicandum. 


, r —I i r —i r —3 r —4 r—c r < 

** 4-/.V -+- W.v ^4 -0X ^ 4 -pz ' + qx 4-&C. 

habebit terminorum fuorum, fecundi, quarti, fexti, o&avi, &c; coeffi- 
cientes per» multiplicatos, ordihc 

Znkl 1 inko-t-inlmy 2.nkq-\rinIp-\-inmo\ inks^r znlr^inmq-^ znop > &c. 

82. Differentia duarum coefficientium, qui in utroque binomio pertinent 
ad eundem terminum, conficit coefficientem ejusdem termini in reducendas 
8c differenti* duorum numerorum parium eft numerus par. Nullus ergo 
coefficiens propofnae denominatus a numero pari poteft effe impar,nifi oria¬ 
tur a £ra£to redudfcae coefficiente. Sed, in aliquo e coefficientibus, qui fe- 
quuntur in quadrato, ad eft hujus coefficientis fra&i quadratum quod etiam 
dividi debet per quaternarium. Torus coefficiens reducendus eft ad eun¬ 
dem denominatorem, ergo omnes termini erunt pares prseter quadratum 
illud, quod ell impar. Orietur ergo numerator impar fra&ionis, cujus di- 
vifor effe debet n atque ideo erit n numerus impar5 &, fi pofitivu s eft 
per quaternarium divifus relinquet unitatem. 

Sit, ad majorem illuftrationem, numerus impar 

e « 2D-1- zaC4- 2AB. — ittho— inhn>. 


oportet ut aliqua littera, ex. gr. D, (it numerus fra&us. Ponatur D =5 - 5 
«ritque D numerus impar. Erit autem ia coefficiente termini undecimi 

k-2I-iaH-lAG — 2BF-zCE_— 

4 

6c multiplicando per 4, conficietur numerator impar 

4k-81-SaH-8AG-8BF-8CE- DD 

Cc 1 


quem 
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quem fi dividere debet », profe&o erit impar} fi hunc dividere non de¬ 
bet , exponetur hic numerus impar per aliquam litteram graecam , {vide 
N'"” 37. pag 184. hujus) & hujus litterae quadratum divifiim per quater¬ 
narium erit in aliqua c lequentibus quantitatibus, quae per» dividi debent, 
redu&je nempe ad eundem denominatorem. Unde redibit praecedens ra¬ 
tiocinium. 

85. Si quis vero redu&ae coefficiens fit numerus impar, impar efle pote¬ 
rit in reducenda propofita coefficiens termini in quo cft quadratum nume¬ 
ri imparis. • 

Sic propofita 

*«__ 4 **-*- 5 **— 6 *’-*- 5* 1 — wf-4-1 so 
cujus rcdu£ta eft 

x 3 — zx l -*-ix — z £3 (** — x+ 1) 

pares funt coeffi cientes terminorum fecundi, quarti, & fexti, reliqui om¬ 
nes impares, quia» — y, Scm zz 1, eft impar. 

84. Cum autem fit oftenfum aliquem redudtae terminum efle fractum , 
fi quis coefficiens alicujus termini denominati a numero pari , fit impar 
(N“. 80. pag. 204. hujus & feq.) : fra&ionis denominatorem efle binarium, 
fi altiffimus propofitae & reducendas terminus coefficientem habeat unita-, 
tem, (N°. 7f. pag. 202. hujus): tunc efle n numerum imparem, & eum 
tinitate neceflario fuperare aliquem quaternarii multiplicem, fi eft numerus 
pofitivus, (N®. 78. pag. 203. hujus): fed fi cft numerus negativus, efle 
debere unitate minorem quam aliquis quaternarii multiplex (N°. 79. pag. 
204. hujus)} in genere demonftratas funt praecipuas NEWTONI re- 
gulas. 

8f. Regulam, quam tradit Au&or N e . XV. & XVI. pag. if8... 1 no. 
huius, dicunt Regulam CARDANI. Hiftoriam vide in libro cui titulus, 
Jliftoire des Mathematiques par MONTUCLAS , Tom. 1 . Part. III. lib. 
IV. N°. V. Theorema ita dilucide expofuit nofter, ut quid addere poffim, 
non videam} pneter formulae generalis applicationem ad peculiares. 

Theorematis inveftigationem tradiderunt COLSONUS (Vide Addita' 
mentum in fine hujus, pag. 19 i) & EULERUS in Commentariis Petropolf 
lanis Tom. VI. pag. 216. & feq. 

8d. Aquationes cubicae fecundo termino carentes omnino revocantur 
ad has quatuor formulas. 

1°. x ] *-t-qx-br ^ 0} 2°. x* + qx — r =5 o 
~cC 

3°. *** — qx-+-r ss o ; 4 0 .' x 3 * —qx — r ^ o. 

87. Quoniam hae formulae carent fecundo termino., vel una radix 
tiva aequalis eft fummae duarum negativarum, vel una negativa sequ* 1 ’ 
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fummae duarum pofitivarum. • Sempcr eft faltem una radix pofitiva, 
88. Ponendo x ~ a + b, fit 

33 a 3 $a*b+ ^ab x - 4 - 

Eft autem 

34 ^- 1 - 3^ 1 33 ]ab(a + b) ~ $abx 
quapropter formulae evadent 

i°. a'+b'+H** + r « ccs *' + b' + lt b *-r =3 

& 




-2* 


3 °. *' + b>*:l a J X + r » 05 4 0 . a' + b^l*J*-r 0 

89, Ponamus in prima 8c fecunda formula 

3«A* -4-gx =3 o } unde d =3 Jc 33 

& in tertia ac quarta 

%abx—qx s o }• unde £ 33 2. & £ 3 33 -2— 

3 * 27 <? J 

90. Quorum valorum fubftitutione, formulas, deletis $abx.,qx fe dc- 
ftruentibus, manebunt 


i°. * } - 


2 ya ] ' 


■ r ~ 0i *’• 

& 


3 ». •* + £ 5 + >-so»4«. ^^-ra 0 

Prima dat 

o 3 g 3 

a 6 — ~-*-a'r 33 o, vel <a 6 =3 — gV-f- 2 - 

27 • d 27 

atque ideo 

*« - r * 


Sed 




AD CAPUT r. 

Sed 


10 $ 


*=£ = -r— 


'• ',f(+ 


z 7 


91. Unde erit in prima formula 

1» 

2 4 V 




in fecunda formula 


» 3 ,, r ,, rr q* . 

x a -±-b ss v(h -- ( ►—■ -4- —)) 

z 4 27 






* =: a + i =3 h- - 


in tertia formula 

,v(Z-£». 

4 »7 




in quarta tandem 


x =5 <*-+-£ s=s /(-4- ~- 4 - V( ~ 

z 4 27 


_i_ 




9i. Sed aeque dici poterat. Eft in prima formula, ob ipfius b valorem 
negativum (N°. 8p. pag. 107. hujus). 

S — V + r - o 

Erat 

Ergo 

- r- « = *r* « 


r««. //. 


& 


Dd 


5» 


110 


COMMENTARIUS 


J(h-£■**(- 


Quapropter 


* - a yf[- r+ V ( 7 

1 4 




x ^ a-b — V(+ 


(V ~ -K ^)) — V(- 4 - ~ - 4 - V( ~-*-0 ? )). 
4 27 24 


3 V ff g 1 

In prima expreffionc major quantitas v^( ^ -+* >f( ^ ■+■ £^)) negativa , 

& negativus eft valor ipfius x, quod etiam patet e fecunda expreffione. 

97) . Sed hic occupanda eft difficultas, quae fortaflc nonnullos turbare 
poflct. Cum enim fit 

r rr q* . . r rr /7* 

4 +Z 7 ' vel ~~ r - V( 

prima hypothefis 
r , w 

41 r--* -4- VC T ■+■ TZ) 


r t, rr 9h 

J.-, + ,. S + J + ^ +5 ) 

At altera hypothefis 


Duo yalores ipfius <a 3 quatuor modis jungi poflunt per fubdu&iortem cutT' 
duobus valoribus ipfius b '; conficientur ergo quatuor radices aequationis 
cubica, quae tamen tres tantum habere-poteit. Erunt autem quatuor va- 
lores incognitae x fic inventi 


I 
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z t *7 * 4 l 7 

Secundus 

\ 

« = «-*= &>. 

i 4 i/ z 4 i 7 

Tertius 

X a * - i a $(- £ - V( J 4-|)) _ V(- r. -4- /(J - t)). 

Quartus tandem 

. = .-»= V(- f-« f - V<E*«V 

z 4 2 7 2 4 z 7 

Sed horum quatuor valorum primus 5 c quartus coincidunt, &, cum fpe- 
cic differant, reipia iidem funt. Secundus & tertius pertinent ad aiiam 
hypothefim, noftrx quidem affinem, attamen diverfam. Nam 

Primus valor ipfius £ J , nempe 
i 4 17 

& poflerior valor ipfius a J , id cft 
i 4 2-7 

funt reciproci, fcilicet oppofiti & arquales, cum fit 

Pariter pofterior ipfius b l valor 

1 4 »7 

& primus valor ipfius <z J 

Dd z &at 
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funt reciproci. Quare 

1, r , ,rr q' i r , rr g’ 

v(— -4- v( — •+- -0— V(-f- ~-4- v'( - -f- M ^ 

v i 4 27 ' i 4 2 7 


i, r ., rr g\ 3 r 

r - v ( - ■+■ ^(- r 


/ rr g ' N 

y!{ £,) 


2 4 2.7 '2 4 2-7 

id eft incognitas X valor primus idem effc ac quartus. Item 

- h* ~ - *( 7 - i» a H- , h-~ * V( 7* i)). 

2 4 27 2 4 27 

Quare fecundus valor incognitae x fit 

Tandem 

*<- r - '< 7 - $» ?■*£» = -•* 

Qui duo valores funt rejiciendi» primo quia eorum fumma 1 a - zb 

aequalis non eft tertio valori a - b , quod oportebat, quia aequatio refol- 

venda caret fecundo termino \ fecundo quia alter ponit x 7=, 1 a-, alter 
X — _ ib, & noftra hypothefis ponit x a _ b. 

Secunda formula, ob valorem ipfius b pariter negatiyum, mutata fuit ia.. 

a'~ b'-r~o~-4- ~ Vi™ — r — b' 

2 4 27 

atque ideo 

2 ~ V 4 2 7 y> 
ubi reciproci funt 

2 4 »7 1 4 17 


fi' z? + ~ — K( ~ -4- —) ac b' zz — ~ 
2 ' 4 27 




Qua- 
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Quare unicus valor incognita; x , recipiendus, erit 

, S a-b = 

ve! 

, 3 r tr o’ 3 r rr n 

x a-b ss ^(h- K( — - 4 - + - y( IL $L)) 

i 4 2 7 i 4 27 

ubi major quantitas V^-f- •— ■+• ^ (*-* *+■ ~)) eft pofitiva, & pofitivus valor 

4 4 2 7 

tplius x. 


Tertia formula fa&a erat, propter b pofitivum, 

b' -+- i 


a'-*~b'+r 22 0 ;=: — ~ ±T V(~ — ~) 

a 4 2 7 


atque ideo 


^ 53 - ~r . 
2 


:vc~- ~y> 

4 2.7 


in qua iidem prorfus funt 

-• s - i + V(-Z _ 2 .) &*• a - _ 1 ) 

2 V 4 27 2 4 2.7' 


r rr q'. c ., r ;r o’ 

=2 - ~-V( - i-) & ~ - -V(> - L) 

* 4 2 7 2 4 2 7 

Ergo unicus incognita: x valor eft 

# 

* -« h- -£»+*(- i), 

—-£»-*(- L+ VI Z .£». • 

In prima expreffione utraque quantitas V^— i+7 |/.(~ _ 2 -)) eft r.cgati- 

2 4 27 

Va, & negativus eft valor incognitae x. In altera idem facile intellignur 


Dd 5 


Itv 



114 


C O M ME N r A R IV S 
Demum quarta formula fa&a erat 

-Jr-b' — r :=! o zs . 

Unde 


L + v(L-t )+b'-r 
14 »7 


Z 4 */ 

ubi iidem funt valores 

item 

-•s £)&*•= f-*£-£>. 

2. 4 17 z 42-7 

Quare unicus habentur valor ipfius x, nempe 

* S «4-j piV 

in quo valore utraque quantitasj —^)) eft pofitiva, & pofiti- 
vus manet valor ipfius at. 

P4. Dux priores formulae femper funt poffibiles, quia fcmper pofiibilis 

c ft L) 5 & habent duas radices imaginarias, (N°. 72.. pag. zf- 

4 2 7 

hU pffbu* formula; pofteriores tunc funt impoffibiles, cum impoffibili* 
c ft y/( r Z._ C.). ideft cum £ negativus cft & major quam U 
Hujusmodi funt formula; tertia & quarta, qu« fic exprimi fimul poliunt 


x'* -fx +7 r 


l 0. 


S>r. Tnterim tamen hujusmodi formula, qux dicitur irreduclibilis, confici 
poteft ex radicibus rcalibus, & confici nequit ex radicibus imaginariis. 

Quod confici poilit ex radicibus realibus , confiat cx N". 71. pag. af' 
hujus. Sed 8c fic ofiendi poteft. Sumantur aequationes fimplices 


x-*~a-\-b zr o 
x-\-a — b z=i o 

x — ia ^0 


E* 




A D CAPUT r. 

Ex harum multiplicatione nafcetur aquatio cubica 


inquaeft — q 33- \aa - bb-, & r =s - ia'+ zabb. Sed xaa + bb 

toajor eft quam 7 ,aa 5 6c (3 aa-+bb)' major quam (wa)' 33 270*$ ergo 
(Jaa-t-bb)* q' , 

^ ^ major quam /r. 

Iterum 2*’ major eft quam ta' -zabb-, & (za’) x =3 4*2« major quam 

( z *'- i*bby =3 ergo a* major quam er at major quamer- 

4 2 7 

r • rr 

§0 fortius t- major quam *— v & aequatio conflans ex meris rationalibus 
2.7 4 

cfl irredu&i bilis. 

Exemplo fit aequatio 
x’-7^x-210 s o 

, y fy m . 

mqua ? - 7S; ? > =3 4 ? 3 °?P> r “ I0 fi ~ ~ no2r; - . 27 ss 

i 4 4 

^97677, & minor quamHujus autem radices funt x .+. 7 33 05 
*■•+*}. 33 Oi x-10 33 o. 

Si fumtas fuiflent aequationes fimplices 

X— A-k-b 33 O 
x — a— b =3 o 
JC-+- 33 O 

aequatio hinc oriunda, foret 


in qua facile oflenditur, ut fupra, ?- major quam 

Hujusmodi eft aequatio 
X’-37X 4 - 84 33 O 

c »jus radices funt x+- 7 =5 o } x -3 =J o > *-4 ~o , & in q ua . 

f = 375 ?’ S f°<S53s r = 8 4i 7 - 4 J i " « i7«4> - . 27 == 
47628, 4 4 
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$6. Efle poteft b major quam a •, tunc enim coefficiens tertii termini 

_ ^aa _ bb > femper manet negativus. Ultimus quidem terminus fignum 

nnitatj quandoquidem ii b major quam a, erit bb major quam aa,^ & zabb 

major quam za'. Ideo in prima aequatione ultimus terminus- za'+-iabb 

fiet pofitivus i & in altera ultimus terminus za' - zabb fiet negativus. 

Sed haec iigni mutatio nihil ad rem facit. 

S>j. Poteft efie b quantitas furda 33 Vcd nam tunc 4 - Vcd in- Vcd, 

dat — edi 6c aequatio fiet 


x' 


— iaa 

— cd 


x 


— za' 
4 - zacd 


o 


aut 




x 


4- za' 
- zacd 



Hujusmodi funt aequationes 
x' -77at-130 33 o 

cujus radices funt x 4 -j*— Vz 33 oj 33 05 x -10 53 05 

& 

x’-17x4-4 33 o 

cujus radices funt x 4- z - Vf 33 o* * 4 - 2 4 -V'f S 3 05 x — 4 33 o. 

5)8. Sed fi ponatur b 33 V - cd , quae eft quantitas imagiiariaj tunc 

4- £ in- b i idclt 4 -V - cd in- V - cd, dat4~<* i quapropter aequa¬ 

tio fiet, vel 


x' 


— 3 aa 
4- cd 


— za' 

*- zacd 


vel 


o 


X' 


- $aa 

4 - cd 


x 


4- za' 
4- lacd 


33 0 


fumendo x 4 -a Ar-V—cd 33 0$ x 4- - V—cd 33 05 & x — za 33 > 

vel x- a-\-V - cd 33 05 x —a — V - cd\ & x 4 - za ; 33 o. ^ 

J m, (i— ^aa-v-cd eft quantitas pofitiva, ftatim «quatio non eft 
redu&ibilis. Si vero eadem quantitas negativa eft, ejus oppofita 3 aa —-*** 
eft pofitiva. Sed 3^-minor eft quam $aa, & (300- cd)' 33 f . 

minor quam (3 aay ^ W a *> aut ~ minor quam **-, 6c minor qua^ 

47 <« ! 


id cft quam *j-. Igitur nullo pa£to confici potcft «quatio 
cubica irredu£fcibilis cx duabus radicibus imaginariis & tertia commenfura- 

Sed nulla asquatio trium dimenfionum confici potcft ex tribus radi¬ 
cibus quadraticis (N 44. pag. ip, & N c . 47. pag. 11. hujus,) atque 
ideo neque ex tribus imaginariis (N°. 47. eadem pag 21.) Supereft igi¬ 
tur ut aequatio irredudibilis habeat trc?s radices reales; quod efte pofle 
jam oltendimus. 

pp. Unde ergo radices impofiibiles Aquationis, qu« omnes radices rea- 
les habet? Rationem reddiderunt Viri duo Clariflimi; KO' NIGIUS 
nulii, dum viveret, amiciflimus, in Commentariis Regiae fcientiarum 8c 
humaniorum litterarum Academia: Berolinenfis, pro anno 1749. pag. 180. 
ot fequentibus; & ALEMBERTUS, quem nomen laudat,in Di£cion. En- 
cyclop. littera C. verbo Cas irreduffible . 

Sic fere ratiocinatur Cl. KOENIGIUS. Quoniam hic deeft fecundus 
terminus, fumma duarum radicum tertiae aequalis eft & oppofita; aut ergo 
minima & media pofitiva; funt, & maxima negativa; aut maxima & nu- 
nima funt pofitiva-, & media negativa i tunc r eft quantitas pofitiva ; aut 
minima & media negativx funt, & maxima pofitiva; aut maxima & mini- 
tna negativae funt & media pofitiva j tunc r eft quantitas negativa. 

iEquatio limitum propofitas <fat * :=! ±;vK Si nunc poaatur .v ^ o. 


manebit ±r r. Si a; 


ZLllyl 


7 V manebit in primo cafu 
• r, & in fecundo ~--.l y!L _ 


Sed quia ponitur 

T x qI 

7 minor quam eft f minor quam f , Sc r minor quam % 

* z 7 2 5 } 

Ergo femper valor mutatus eft, quapropter eft V — major quam mini¬ 
ma aquationis radix.(N°. 8<S. pag. 108. hujus). 

Aquationis'radix” “ V *’ mancbit - r ’ & eft * Vj major quam media 
Si ponatur x =3 +r 2V &, manebit iterum 

'j' y r in primo cafu , & - —^V % — /• in altero, & erit t 

m^or quam maxima radix zquationis. 
r *w. //. Ee 


Sed 
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Sed in hac hypothefi radix aquationis folvenda:, eft 

a+b 53 a+ & =3 y i 

debet ergo y effe minor quam iV ~ , ac minor quam 5-. Sed , quia 

ponitur 

.»j, eft 4* •+• i a &« - f)- 

3* 5 

Eft ergo imaginarius valor ipfius tfj & quidem quia pofuimus a+% 

exponere propoli ta: radicem. Ergo haec hypothefis falfa eft; neque mirum 
fi ex falfa hypothefi deducatur falfa conclufio, quod nempe radices imagi- 
■arias habeat propofita, quee omnes habet reales. 

Si vero propouta haberet duas radices aequales , ea neret 

x *.— 3<i z xir 2 .<* J o 

& ftatim q =3 ja 1 , ac « =3 V'| , s & S- <H- 1 =3 24 

, u * effer maxima radix j & hypothefis vera duceret ad veram conclufio- 
nem i tunc enim 

r x c V 

, — s3 <r e3 

4 z 7 

ac evanefccret quantitas imaginaria. 

100 . Ita difficultatem folvit vir acutiffimus,ex eo quod ponat regula 

indicare poffe quancumque quantitatem, quod non femper poteft. Cele¬ 
berrimus A L E M B ERT U S, loco citato, planiorem m.tviam, & obfervat 
fingi quidem poffe 

* — a + bi hinc vere x’ r3 + «c qx TZja+qbi 

atque ideo 

a}+lA'b+iab % =5 o es 0 ’$abx + 

Sed hinc nullo pafto confici poflc quod 
3 abx-hyx zs o. 


Ii^ c 


AD CAPUT F. 




Hanc c(Te novam hypothcfim ad arbitrium introducam $ quse quidem non 
pugnat cum natura ipfarum a & b\ (nam hae quantitates funt indetermina¬ 
tae , & ita poliunt aflumi, ut earum faCum aequet datam quantitatem,) fcd 
quae efficit ut illas duae quantitates fint, non rcales, quales efle deberent, 
fed imaginariae. 

ioi. Culpant nonnulli hoc loco NEWTONUM, quali malam hujus* 
rei rationem reddiderit: ego vero puto cum defendi polle. Nam regula 
quae neccfTario prxbct aliquid diverfum ab eo quod cft, ncceflario ducit ad 
abfurdum 5 quoniam ex rei natura cft unum, & ex regula eft aliud; vel 
aliquid limul cft & non eft id quod cft. Sed tota CARDANI regula con- 
fiftit in cxtraCione radicis cubicae; & omnis quantitas habet tres radices 
cubicas, unam rcalem duas imaginarias: aequatio autem folvenda tres habet 
radices realese igitur habet tres realcs per rei naturam, & ftmul unam 
realem,& duas imaginarias per regulam> id eft limul eft Scnon eft aequa¬ 
tio habens tres radices reales. Ergo redte nofter, pag. 159. hujus, omnes 
tres lege profata exprimere impoftibiJe eft . 

101. Idem eadem de caufla accidit in aequationibus biquadraticis, ubi 
hae habent quatuor radices realcs, & folvuntur via, quam deferibit nofter 
N°. XVII. pag. 160..161. hujus. Tunc enim res recidit in cxtra&ioncra 
quartae radicis. Reponantur enim pro 


e &/valores Vy & 




in x zz 


fiet 



X 73 — ±r V{— £• ) 

2. J 4 z zVy 


ubi quarta radix extrahenda eft c termino —, cujus radix quadratica de¬ 
bet extrahi > quandoquidem eft 




$C omnis quarta poteftas duas habet radices realcs ac duas imaginarias, 

103. Quod autem triplex inveniatur radix cubica, quadruplex biqut- 
dratica, &c., oftenfum eft de unitate fub N°. 86. pag. 81. hujus; atque 
ideo de omni quantitate, quae femper multiplicatur per unitatem, 5c quan¬ 
titatis radix per radicem unitatis. Ubi&Jioc obfervandum, quod in ge¬ 
nere eft 


Ee z 


K 



tlQ 
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x n — I S (x— I) (x™ 1 - 4 -X Zn 1 -+- X™ 3 -+- &C.) 

a{* + 0 (x 1 ”- 1 - x 1 "- 1 H- - X*+ *c.) 

atque ideo fempcr poteftas par unitatis habet duas radices reales-4- i &—r. 
Reliquas omnes efle imaginarias facile patebit per regulam quae extat in 
Additamento pag. ic8 ad calcem hujus. Nam, per eam, numerici coef- 
ficientes binomii cve&i ad poteftatem zn -I, unitate minuti, dividi de¬ 

bent finguli per eundem coefficientem, non unitate minutum, &: duplica¬ 
tum. Hinc orientur fra£Honcs propriae, quae fingulas fupra medios aequa¬ 
tionis terminos, ponendas funt, & quadratum cujufque termini per fuam 
fra&ionem eft multiplicandum-, deinde re£tangula conficienda e terminis 
Utrinque adjacentibus & hasc pofitiva 8c negativa funt alterne fumenda. 

Jam termini omnes aequationis denominati a numero pari , velut fecun¬ 
dus, quartus, fextus, &c., habent hinc inde imparem terminorum nume¬ 
rum; omnia illa rcftangula funt aequalia, quia omnes asquationis termini 
coefficienrem habent unitatem; manebit ergo unitas, qua minor eft quasvis 
fractio. Quare omnes termini denominati a numero pari, habebunt fub- 
fcriptum fignum-. 

Sed omnes termini denominati a numero impari, velut tertius, quintus, 
feptimus, &c; habent hinc inde parem terminorum numerum, qui bini 
dant parem re&angulorum numerum; hasc ergo fc definient, 8c manebit 
nihil, quo major eft fradtio quaevis. Quare omnes termini denominati a 
numero impari fubfcriptum habebunt fignum - 4 -. 

Idem fignumponendum eft: fub primo termino & fub ultimo: ultimus 
denominatur a numero pari, quoniam asquatio eft ordinis imparis; igitur 
duo termini, ultimus £c penultimus, habebunt duo figna fimilia; bini re¬ 
liqui continui figna contraria, atque aequatio radices omnes impoflibiles, 
praeter unam. 

104. Au&orem vero ea fenfifie, qua: puto, & re&c quidem cogitaftc, 
fed non fatis aperte fententiam dixifle, patebit confideranti N“*> XVIII. 
pag 162.. hujus. Re£te eum cogitafle dico, nempe fi me mens non fal¬ 
lit, quod non videtur, cum fuperius ratiocinium (N°. 101 pag. 2ip hu¬ 
jus,) ita breve fit & planum, ut non videam ubi latere poflit error. Non 
in propofitione, quas certa eft, & omnibus Logices ac Metaphyfices prin¬ 
cipiis confentanea. 

Non in aflumtione, omnis radix cubica triplex eft:,quas dcmonftrata eft* 
& quam agnofeunt omnes Algebriftae. Videatur Additam, pag. ip. & 20. 
ad hujus libri calcem. 

iof Quod autem addit vir acutifiirus in fine pag. 21. Additam, ad 
huius calcem, quod hac tres radices debite coinex* , fc? more vulgari in fi 
invicem continuo duR* , aquationem 

55 $qc -4- Xr 

rr 


JDCJPVTr, tai 

rejiitnunt , ex opinione diftum videtur, neque res verbis refpondet Su- 
naantur enim binomia tria 


r i . ii 

1 ~ °> 7* ~ r*'—3 ^ o} «.f. ►-v'. 


■3 «o 


Ex horum multiplicatione continua ftatim conficietur jc j ; fecundus termi¬ 
nus cvanefcet, quoniam fumma radicum eft nihilo aqualis. Sed 8t tertius 
terminus cvanefcet, quia pariter nihilo aqualis eft fumma fa&orum ex binis 

V-i)-i(+i + 7 v/ - 3 ) + (“- + ~V-i) s 

- L + i- 

1 i 22 5 4 4 


*^- 3 - 


4 ’ 4 5 - 


»i+-' 

4 


’ 4 ~ 


Hinc ergo conficietur aquatio non afFe&a , & nunquam reftituetur 
propofita, ne quidem fi fumantur binomia quavis; nam quantitas, cx. gr. 

V^A - 4 - rB, qua fumitor, multiplicanda eft per tres illas unitatis radices 
cubicas, ut conficiantur, cx hac regula, radices tres aquationis cubica 
affe&a. 

106. Quapropter formula CARDANI non dat veras radices aquationis 
cubica, eas nempe, qua inter fe multiplicata reftituant aquationem 
propofitam; ne quidem quando propofita habet unam radicem realcro & 
duas imaginarias. Quid ergo? Viam aperit, fatis quidem difficilem, ad 
excudendas veras radices. Nam fi fit 

✓(r-*-V(r*_g’)) a »+f»i & hr-V(r'- q ')) - m-Vr 

id eft fi radix cubica pofTit extrahi e quantitate, quam prabet hac formu¬ 
la, tunc habebuntur vera radices; nam binomia 

*— zm ~ oj &-t-m - V—in ^ o; & z + m+V _ i» ~ o 

dabunt 

3 * 0*- n 1 ) -( 3n + w‘)=;o 

& binomia 

s 3 oj z — m — Y — g» =3 o; ac £—w-4-V— \n s3 o 
dabunt 

Ec j -* /6* 
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{n — m 1 ) -4- zm ( 3 » -4- m 1 ) eso 

107. Sed hx «quationes neceffario habebunt unam radicem commenfu- 
rabilem, confentientibus, ut videtur, COLSONO in additamento ad hujus 
calcem pag. 11 .^Colin MAC-LAURIN in Algebra fua anglice feripta, Parte 
II. Gap. 8 . N°. 79, & Algebra feriptoribus , quos viderim, omnibus. 

108. Tunc autem radix commenfurabilis invenitur per Ncwtoniam Di- 

viforum methodum. Quod fi hoc pa&o nequeat inveniri radix commenfu¬ 
rabilis, cum tamen conftct in cubicis aequationibus faltem unam effe rca- 
lem, fatendum puto ejfe aequationes ita comparatas , ut habeant quidem radices 
reales ; hae geometrice poffint determinari ; Jed nullo patto exprimi algebraice vel 
numerice per datos aequationis coefficientes: tunc radices efle quaerendas per ap- 
proximationem ; id eft inveftigandam efle aequationem quae quam minime fie¬ 
ri poteft a propofita differat, & cujus radices poffmt arithmetice vel alge¬ 
braice exponi. . , 

iop. Ceterum Newtoniana divifores inveniendi methodus facile adhibe¬ 
tur in aequationibus cubicis, nam plerumque fufficit pro incognita fubfti- 

tuere numeros ij O; -I. Quin & non raro ea: refolvuntur tentando 

divifionem per incognitam & aliquem e diviforibus ultimi termini. Saepe 
minimum ejusque poteftatcs ponendo in aequatione propofita pro incogni¬ 
ta ejusque poteftatibus , aequationis terminos fe comperi deftrucntes , 
atque ideo radicem aequationis extudi. Sed redeamus ad inventas radicis 
exprefliones. 

no. E duabus CARDANI formulis prima hoc habet commodi, quod 
fecunda pars radicis invenitur dividendo q per primam radicis partem. Ea¬ 
dem fecunda pars invenienda eft per extrattionem radicis cubica: in fecunda 
expreffionc. Eft autem divifio facilior quam extra&io radicis cubicas. 

Altera vero femper praefert /(~±T diverfis fignis affe&am. Qua- 

propter fi radices cubicae conftent ex rationali Sc cx irrationali parte, par¬ 
tes irrationales fe mutuo deftruent. 

111. Utraque nullius eft ufus in problematis geometricis, quas geo¬ 
metrice conftruuntur , ut infra docebit Au&or. In problematis mere 
algebraicis nulla eft methodus inveniendae radicis cubica: pro binomio al- 
gebraico conftante ex duabus partibus, altera rationali, altera irrationa¬ 
li, nifi ponatur aut refolutio aequationis cubicae, quod effet quaerere iden 1 
per idem , aut inventio divifons unius dimenfionis pro aquatione cubi¬ 
ca, quod ego faciendum contendo. 

Sit enim hujusmodi binomium A ±7 V^B, & fit A pars rationalis > V* 
pars irrationalis. Ponatur hujus binomii radix cubica m±;Vn. Erit 

{m £r Vrt ) 1 Vn -+- £r nVn 

Quantitas irrationalis erit 

±r }wV»±r»^» =s vn (ir ]m' +r») ~ vb 






'AD CAPUT V. > a*, 

» manebit 

-f- 3» 1 ) 33 A. 

Hinc exterminari deberet alterutra incognitarum tn\ Vn\ quod fieri pof- 
fet methodo tradita Tom. I. Cap. VII. pag; io 6. Sed facilius fic. 

Eft ex hypothefi Ah-V^B ;u + & A — VB quare 

(A-»-VB) (A-^B) AA -v B ^ (w-+-V») J \m - Vn) 1 33 {mm - n)K 

3 3 

Ergo V(AA-B) =3 mm -#, aut n a mm —V(AA — B). Ergo, 

fubftituendo, m(m'+ *») =3 4** 3 - ^mV(\A -B) a A. 

Aut igitur refolrenda eft hccc «quatio cubica per regulas hic explicatas, 
aut per diviforum inventionem j qua quin utimur ftatim in «quatione pro- 

^°Diii poftquam haec fcripferam, incidi in Algebram SAUNDERSONI, 
in cujus fine legitur epiftola Celeberrimi MOIVRALI, qui hoc idem ob- 
fervat, extra&ionem nempe radicis cubicae ex binomio aeque difficilem 
efic ac folutionem aequationis trium dimenfionum i & pro imaginariis rem 
deducit ad anguli trife&ionem *, id eft docet quomodo nota folutio unius 
sequationis cubicae aptetur ad folutionem aliarum fimilium. 

Poftea in Transa&ionibus philofophicis Regiae .Societatis Londinenfis, 
vol. 40. pro annis 174 7i * 74 & N*. 4 P- Artic. X. pag. 465. & fequen- 

tibus, oftendit quomodo quodvis binomium formae V (4 +-Vb) fit per extra¬ 
ctionem radicis ad fimpliciores terminos reducendum, etiam quando Vb eft 
imaginaria 5 atque hinc quomodo per multifc&ionem anguli folvi poffint 
aequationes omnium generum, fcd certas formae. Sic autem breviter ejus 
do&rina tradi poteft, mutata demonftmione, ut adhiberi poffint theore¬ 
mata in hoc libro explicata. 

112. Extrahenda fit radix ?% e binomio 

n 

a + Vb. Fiat (* -4- Vy) n zl a+ Vb--, eritque x + Vy^ V{a+Vb) 

determinandi funt per a 5 c b valores ipfarum x Sc y. 

Jam, evehendo binomium x+-Vy ad poteftatem cujus exponens eft n- 9 
termini* primus, tertius, quintus, aliique denominati a numero impari, 
erant rationales, (N°.40. pag.18. hujus>) nam in primo termino dceft Vy\ 
in tertio, quinto, feptimo &c 5 ea quantitas evetta eft ad fecundam , qrar- 
Um, fextam, &c. poteftatem. 

Termini fecundus, quartus, fextus, aliiquc denominati a numero pari, 
erunt irrationales (N°. 41. eadem pag. 18. hujus) j continent enim lpfam 
Vy •, ejusque tertiam, quintam &c. poteftatem. 

in, Summa omnium terminorum , tum rationalium, tum irrationalium, 
*quat ipfum binomium a+Vb. Quare fumma terminorum rationalium 
aequat partem rationalem <?, £C fumma terminorum irrationalium tcquat par 
tem irrationalem Vb. (N*. $f. pag. 17. 18. hujus). 
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114. Igitur fi c fumma terminorum rationalium quadrata, deducatur 
fumma irrationalium, pariter quadrata, & e prioris valore aa yalor po- 
ftcrioris b , fiet 

(xx — y) n 53 aa - b z 3 (x + Vy)" (x - Vy) n 

(N°. zz 6 . pag. 88. primi tomi hujus.) 

117. Sed ex ipfa fumma rationalium terminorum fubduccndo ipfam fum- 
mam terminorum irrationalium* & e prioris valore a iubducendo Vb, va- 
lorem pofierioris, manet 

(x - Vy) n zz a - Vb y 

quod facile confiat e formula binomiali. Dantur ergo 

x+Vy s V(a + Vb)-, x — Vy zz V\*—Vb)\ (x+Vy){x~Vy) zz Va x —b)\ 
& quaerendus fupercft utriufque valor. Efi 
(v-4- Vy/ 33 a-\- V b & (x— Vy)” zZ a—\/b. Ergo 
(x •+. Vy)” h- (x — Vy)* zz za zz 
ponendo u zz (x-+- /7)*, & z zz (x — Vy)”. Hinc 
m ia-zi ac »2 ^ (^ + Vy)* (x — Vy)* 53 *r — b zz z&z, — zz 

Quare 

fc* 53 2<f£-4- 3 j & 2; 53 ±r V 3 5 ac U =3 0 ^ Vb 

Sed 

« 33 (x -f- Vy)” zza-^Vb •, Bczzz (x -Vy)* 33 a— V£ 

Igitur 

x-*-Vy 33 V(a+Vb)-, x — Vy zz V(d—Vb) & zx 33 v(a-hVb) V(a— Vb) 

116. Statim ergo, propofito binomio reducendo, pars rationalis dici 
debet a > irrationalis autem Vb 5 tum quia 

V(aa — b) zz (x+Vy) (x — Vy) zz xx — v 

qu* 
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quas quantitas eft rationalis, videndum an ipfms aa—b radix n polfit ex¬ 
trahi. Si nequit, binomium reduci non poteft. Si reperitur V(aa _ b) , ca 

dicatur s eritque 

m ^ xx - y } a cy ~ xx- m. 

Supereft igitur determinanda quantitas x , quod fic fiet. 

117. Tentandum an fumma Trinomiorum 


•» » 

V(a + Vb) + V(a — vb) 

conficiat numerum integrum quam proxime* fumendus numerus integer 
invento quam proximus, & hujus dimidiata pars ponenda pro x. Ex hu¬ 
jus quadrato lubduccndus numerus m jam inventus, & refiduus ponendus 
pro y. Quo fa£to difpiciendum an binomium fic inventum per elevatio¬ 
nem ad datam potcftatem refiituat propofitum. 

Ex. gr. reducendum proponatur binomium 

V(f4-4-Vp8o). Eft s S25 u — f4; l spSo; V{aa-b) s V{is>i 6 -s>Zo) 
~ Viyj6 a 44 s « 

Unde fpes eft binomium refolvi pofle. Nunc 
Vb zzVtfozz 31, 304P, proxime 3 a + Vb tz 81,30493 22,6pp. 

Et 


V(A+Vb) ^=}p, ferei V(* — Vb) =24,7(5$* V(a+-Vb) •+■ V(a~Vb) 
~ 13, P5>5> S5 14 

fere. Unde 

* ~ 7i xx-m 5=3 49-44 =3 f =2 y, & Vin+VpSo) ^ 7-hVf 

- K(4P-+- 

Pariter, reducendum fit binomium 


3 -»-3 3 3 

Y(if+Viiy). Eft» s ?; as ijj b — ziy, V{aa-b) s V(zzf-zi7) S K8 

3 3 

Vb S I4,fpp fere; s ?,ii V(a-Vb) S'0,07, 

fumm» 5,17 j vel 35 quare .v S x 1 —w s 2 — i — — i—y 

i 4 4 4 


7W. //. 
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& X+.Vy ^ ; non igitur reduci poteft binomium propofitum. 

Tertio reducendum fit binomium 

/(45M-/1682); eft»^ 35 * =345*3 £^1*823 V ( aa - b ) e=j /(202^-1682) 

3 

=1 V 343 ^7 = ^ 


3 3 „ 3 

/£ :=; 41,01219 fere5 V(a+Vb) — /86,01219 =3 4 , 4 > 4 ^i /f<f —/$) 

c 3 /3,89781 =3 /(0-4-/^)-*- / 0-£)=3 f, 9999=3 6 fere** =3 33 

xx—mzz 9 — 7 z=t 2 — j 


3 3 

/(45* -4-/1682) :=5 3-i-n =: /(27-*- 3 • P./2 -4- 5 . 5 . 2-t- 2/2) 

Tandem reducendum fit binomium 


/(41—29/2)3 eft n =3 f 3 a 53 413 Vb zz 29/2 =3 41,01219 
fere3 hinc 

*-4-/£ ;=* 82,012193 & a —Vb :=3 -0,01219. 

Eft autem 

/82,01219 major quam 2, quia 2* = 32 3 & minor quam 3, quia 
S3 243. Sed /-0,01219 eft paulo major quam 03 2. Ergo 

V(a•+- Vb) •+. V(a - Vb) s=J 2 quam proxime, tc x e=j 1 

Jam 

5 5 

/(<ra— b) ss /(1681 —1682) =3 — 1 3=! m 3 xx— w ^2^7 


5 5 > 

/(41-29/2) — I /2 =3 /(i f/2-4-10.2-IO. 2/1-f. f.4-4/2;*’ 

118. Haec regula facile transfertur ad imaginarias, ponendas 
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aa + b pro dfi — b , ob {a*-v — V) (a — V — b) ss aa + b. 

Sed quia qutcri debet in numeris proximis 


n n 

* -f- V — b) -4- V(a - v - b) 

fc radix imaginaria nequit haberi , confugiendum eft ad tabulas finuum 
& ad multifer ionem angulorum 5 hoc pa£to. 

n n 

up. Sit x V{a+Vb) +V(a-*-Vb) :=s a-*-* 

ubi \'b reprasfentare poteft imaginariam, & 

n n n 

Vb) ;=} «j y(a — -Vb) ^ zj V(aa b) uz zz m 
eritque 

n _, . • x» 

* ;=3 

Ubi ftatim primus terminus erit 

* ~ a -f- Vb ; Sc ultimus z? 7=1 a - Vb 5 ac u n -4- z, n z=l 2a. 

120. Ceterorum omnium coefficicntes complerentur n j & termini f*. 
«um zu , ut conflat e formula binomiali. Sic igitur exprimi poterunt 

nzu(z?~~ x 1—L g? 3 u ^ *-* • r ^—4 n-i.n-z.n-% 

2. z . 3 i -3 -4 

, n— z. 

* ... -+-# ) 

ubi pro poni poteft «zw. 

121. In altero Far ore 


v—x n — \ *_3 a— 1 . n - a »—4 t n — 1 —1 .» — $ 


«-+- 


2 -3 


2.3.4 


"3 .,»—2. 


'ponatur in genere 0— r exponens ipfius z-, erit in genere eiusdem ter- 
coefficiens 


• n -t ♦»- z.n -3 .n -4.»-f .... »-(r-2) 

i ^ 2 . 3 . 4 ! y .... r—z.r —1 

Ff z 


Sed 
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Sed coefficiens termini refpondentis in ( z,-+-u ) 1 , eft 

n i.n -3.»-4.# f.«—_6 .... «-(r — iV n -(r-0 

~~~T I I r r~^ f* — .r_i 

122, Dico nunc fecundum coefficicntem efTe primo majorem numero 

{n — i.n -3 n — 4 n -r .... n — r+.i) (n> —r ) 

1 . i . ? • 4 — r — 3 • r—1 

in cujus denominatore femper deerit r - 2 & in numeratore n - r-h T» 

Nam utriusque denominator habet omnes Fa&ores communes prxtcr r-i>. 
qui eft in primi denominatore, & abeft a fecundo. Quare fecundus nu¬ 
merator revocatus ad primi denominationem, net 

(» 2 .»—}.»— 4 .»—;.» n —( r — %).» — (r — 1 )) (r -:). 

Jam numeratores in eo differunt quod primus habet Florem «- i,quo- 
caret fecundus, qui viciffim habet Favorem {n — (r — 1)) (r — 1) quo ca¬ 
ret primus. Eftr 

(»^(r_t» (r-i) 3 '^-.'+1) (r- 1) - nr-rr+ir-n-i 
Quapropter exceffus fecundi iatpra primum erit 
(„-1 .»-t■ «- 4 . »-< 

' V. } . 4 •••• r_5.r_z.r-1 

Sed. 


»r_rr-t- ir-i - » ±1L - »_ r . Ergo &c. 

r — 2 —i. 

113. In , fecundo termino Fa&oris deferipti N°. 111. hujusr- 

r ^ ji ejus termini coefficiens - i & coefficiens fecundi termini io 

eft n -25 atque horum differentia eft 2-^pi. 

In z n ~~ 4 u l 9 tertio ejus termino, eft r ejus coefficiens — * 

* ~ z ' n ~ ~ j horum diffc* 


coefficiens tertii termini in (*-4-<0 eft 
#-2 .»-4 


rentia 


* 
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In &”~ 5 0 3 , quarto ejus termino, eft r s f & ccefficiens eft 

v.n — z.n- - 3 ~ . . . . , s „—i 

- z 3~4-* coe&ciens quarti termini in (z+u) eft 

- =^r=l 4 . differentia 3"—f 

3 - 4 . i • 4 

In z tP eft cocfficiens -TT 7 V'- 5 coefficiens 

2. 3.4.5- 

• • ... , , n —ic m. n —2.^—3*®—4 » — r 

quinti termini m (s + i^ , eft --~ -i differentia 

~~ * ^ 2 ‘ 91 - ^, Et fic de reliquis. 

2 ‘ 3 ’ f 

124. Cum autem fit {z-^uf 1 :=; x 1 5 habebitur ex N" 110. & fe- 
quentibus 

=i za-^nmx n ~~ x -+--— - ■ ** ^ .+. ... !lzj 

2. 3 2 ' 

cujus pars negativa, dividendo Fa&orem compofitum per ^ 0 , pro zu po¬ 
nendo /», & «1 addendo Favori incomplcxo, fiet 

3 »—4 n~\.n~\ »--5 n.-z n— 1-n -f n —t «_2 

2 3 2.4 * ' 

vel. 

- «■ (jr* + UL±±d> x —*, ^=1^=1 A —t K , 

1 3 w -3 4 3.5- 

*—V*_/- 4 ), 

Eft autem i 


*- 4 H-. «r», H- ^ i L ±”-4.»r« - 

3»~3 4 }.f 

«r- 7 *’.+&c) - s ”~ 4 .+. «—4 *r*«.i=l:5=r *-V + Z=4±2£J 

*"~W&c_*=r_. »=«_^ 4 _« 4»-7 
3»-3 4 *.}• 

**~v ”- 8 y-V— &c , 

Ff 3 


2 .3.6 


At- 




z p 
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) 


Atque hujus pars pofitiva eft (an - u)” 4 ss x K 4 . Fit ergo 

r . »—2 0» — 5 , »—4. ».»-~? . ,0— 4 ' 0 —f «—? 

* ~ za^nmx _- ? wx 4 _+--- 7 rt? (- L s >0 -+- 

t i i»-? 

. ”-4 ”- j±^7 ’-7, »—4-x—f.8—7 »-8 « 8 

4 *-f + *-3f 

n-^.n —6 , n —6 0-4 . 0-f «— 7 v 

....-£ 0 -f- •— 3 -- £0 ) 

4 5.0-5 


Fadtor compofitus dividatur per 


»-4.0-5* 


£0, & divifor hic ad¬ 


datur Fa&ori fimplici, fcribcndo m pro zu, habebitur 

UM-4M-Z n-6 i^3._8__« «-7, _ 3,-.”-? 8-<?-8-7 s »-8 # . 

2.5 v 4-»-4 M»-f 


— 8 »—9 , 

— - ' - r. 0’ - 

4.6 




Atque hic Fa&or compofitus difcerpetur in 

»—6 ,0—6.0—7 «—7 »-6.»- 7 - 0-8 *_s . 

fc.4-0) — (- L z, 0 --—-—■ £ 0* - 

v 4.»-4 r»-r 

lt~7.n- S.n-!> _»-9 , K--rt_. K-7.B-8 „_s »_4 »_ 7 „_ 7 

20 f#—f 4.»—4 

&, ponendo x n 6 pro (£-»- 6 , fiet 

x -4- «wx — —; w * -+*-^ ~—• nfix 6 , 

.... ,n.n-r.n- 6 .n -7 „»- 7 .. . 8 . 8-4 n-S.n-7.n-8 „_s 

ff* { + 1 a ** - rs 0 1 -4- 

1 - 3-4 i-i-J-f • 

8 8 4-8 f • 8 7-8 8.8 p 9..) . 8.8—4 8—tf.8_7.8—8 . „-9 

i.z.3.6 * -- 1^7 - ** * 


f.»-f.#-6»- y n __ 

— « 7 >- 


Atque 
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n.n — 


_6 n-~2 uz 


Atque hoc fa&um negativum dividendo per 

& per hunc multiplicando Fadlorem fimpficem w 3 i quotientem difeer- 
pendo in duas paries quarum una fit (z,+ uf 8 ^ x 8 , & altera excef- 
fus illius quotientis fupra hunc poteftatem, & fic pergendo, ac tandem 
tranfponendo, invenietur 


n.n —3 


mx 


n.n — 4, n —f 




**=rr • w — 6 • 7 »—8 n.n— 6 .n— 7.»—8 .»-10 . 

2 * 3-4 -- * *- z.Ui - ~ 2 * 

Hinc nullo negotio eruuntur aequationes peculiares 

—MX 2tf, fl « ^ 2j x l - ynx ^ 2tf, fi » — 5. 

=5 za , fi « =245 **—sq 20, fi 5c c . 

qu* funt aequationes ipfic, quas invenit NEWTONUS pro anguli multi- 
lectione, problemate geometricorum XXIX5 pag. 236. Tomi^primi. 
lZf. Comparando noftras cum Newtonianis, inveniemus 


m ^ rr'y sf ?n ^ r q ~ ^ 

ubi n indicat numerus partium, in quas dividendus efl: arcus, cuius com¬ 
plementum ad duos redtos fubtenfam habet s=i g> & diametrum s=: zr 
—* 2 vwj ita ut»— 1 fit 1 pro bifc&ione, 2, pro tiife&ione &c. 

126. Et haec quidem pro diametro & fubtenfisj fed cum habeamus ta¬ 
bulas pro fiuubus & cofinubus, non pro fubtcnfis, aequationes ad anguli 
ttiultifccrionem ita mutandas funt, ut fiat q cofinus anguli dividendi* hoc 


facile fiet in iis ponendo radium pro diametro, id eft r pro zr; Sc 
pro r . Quo fa&o, poft ablatas fra&iones habebitur 


zxx - rr - qr 5 4 * 3 - qr'x ss qr 1 -, 2 x* - 8 r'x> + r * s qr 3 

i 6 x' - zor'x'+ yr*x 5=! gr 4 &c. 

* 2 7- Ut analoga fiat mutatio in aquatione generali ad binomii furdi p 0 - 
teitates, pro x & ejus poteftatibus, poni debent ix atque hujus potellatcs. 
■Aquatio hinc oriunda dividi poterit per 2, Sc fiet 


z” — 3 . nm . x”- 1 H- i”” 5 . 4 _&c; s « 

2 

128 . 
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118 Jam eft q cofinus anguli multipli > fit p ejusdem finusj quicunque 
fit ille angulus, e it 

r a Viqq+pp) S 3 ^(q+P'f— 1 ) (sf(q—ps/—i)) aVm 
Quapropter in hac hypothefi, erit 

n n 

m - (✓(«-h 'Jb) (✓(*— <b) = —0 (V( 9 — —0) 

vel defignabit faftum e Faftoribus imaginariis. Unde facile transterentur 
ad redu&ionem binumiorum imaginariorum regula tradita N a . 116. pag. 
214. & feq. hujus. JSempc 

n ' 7 * 

120. Propofito binomio imaginario V(a +'/— b) , queere V(aa + b)i 
hanc dic m •, fubftitue in aequatione ordinis » valorem ejutque pote atts 
pro w Cjufque poteftatibus. Hinc invenies aquationem determinatam, 
quam comparando cum reipondente aquatione ad n . fecticmcm anguli, c 
terminabis huius cofinum q . Cofinus ex tabulis dabit arcum, cujus facile 
fumes n.. mam partem, atque hujus cofinus ent valor ipiius x. 

Erat autem, in hypothefi binomii imaginarii ^ m —— XX. Hinc in 

nies partem imaginariam. 

Ex. gr. Extrahenda fit radix cubica e binomio 

81 + s ' _2700. Efttf-8ij a\^ 6 f 6 ii b z=i 2700 i.aa-t-b zzpi 6 \ 

Ergo 

m ^ 21 y 4X 1 — ]mx zz 4**— 63x^81 z=: 4 * 3 - 3 r * x ~ 

Igitur 

81 27 

r 1 21 i r 53 /21 j gr* ss q - 21 s=s «1 > & 3 — ~ 5=5 ^ 

Fac 

i 7 . 17 . (tooooo) 1 . 27.27 (»00000)*.p.27 

M. ad Cc (100000) ad--- 7 1 

habebis quadratum cofinus tabularis, qui ideo erit 

100000.9 • v' $ ^ 900000 • l 7 l ln __ r . T10 

7^7 ~ 7-*<Hf7- ~ 

qui numerus fere eft cofinus tabularis pro arcu 52° .47'* hujus tertia 
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eft io°. n', Sc hujus cofinus p8ioi, revocandus ad radium Vzi S3 4,f82p, 
fere. Sume fj habebis 


f .98101 
100000 


4,pioof 


P 

a 


proxime ss 


a? i hinc w 



84 — 81 _ £ 

4 4 


7 j ac V-^ 


& radix qusefita 



f-*- r v — 3> una} ( — r- 4 - r 4 '— 3) r v —?)» altera 5 

(- ~ - -}) (f--*- J-V-3), tertia. 


Extrahenda fit radix quart| e binomio 
-- 7 -+-^—$76; eft * ~ —75 « -4-495 £ =3 5765 ^ f*. 

•Ergo 

m ss fi 8 x 4 -- 1 taK* , -H» a s=j * -3 8 x^— 40 Jc a ^- 2 f =3 —7 53 8#*— 8/^xM-r* :=j r'j. 

Igitur 


r' gr } 



atque eft 5- ad (iooooo} 1 ut ad 


quadratum cofinus tabularis 5 qui cofinus erit 7 ;=; 28000. Hic au- 

• 2,f 

tem numerus eft cofinus pertinens ad arcum 73°.44'. Hujus quarta pars 
eft arcus 18 0 . 26', cujus cofinus $4869. Jam (iooooo) 1 ad (94869)* ut f 
ud 4, 9000639807 cujus radix quadrata eft 2, 1213 circiter* eft ergo 


x s 2 5 y 33 XAT-w S 4-5* s 3 -15 & radix 2 -4- V -1: 

Ceterum, notum eft cotinum negativum indicare arcum quadrante ma¬ 
jorem 5 & contra. 

130. Obfcrvavit NEWTONUS N*. II. pag. 2. hujus , eandem aequa¬ 
tionem, quse determinat quintam pai;tem dati arcus*,determinare etiam quin¬ 
tam partem quinque arcuum a dato diverforum* Sc a multis oftenfum eft , 
quod fi arcus A fit in n partes dividendus, & fit C tota circumferentia, 
quieftionem folvent cofinus arcuum 

A. C—A C- 4 -A iC-A iC-*-A ?C — A 3C-4-A v 

»’ ' ~ * ~ 5 ~ir } * * -7- 4 &c - 

Tom. II. G g do- 


m 


c o m m n N r arius 


donec eorurti numerus fit n. Si hi cofinus finguli ponantur pro x, habe¬ 
buntur omnes radices binomii propofiti. Sic in primo exemplo, praeter 
cofinum arcus i®°. y $'* etiam cofinus arcuum 

„ , l 60 *— 3 1 ° . Af 0 - , ;< 5 o* - 4 - 31 ». 4 f* 

iop°.y ^3 3 --—— 6c i$o°.f3 :=j a -- 5 - 

revocati ad radium Vi r, quaeftionem folvent) cruntque hi cofinus 

— i S xj & — J S xj undey ^ a i — 2. & zi—p :3 1 2 

Z 44 

quare tres radices binomii propofiti erunt 

7 + 7^-3» -7- 7V-5; — 5•+• iv' — 3) 

quarum fecunda eft (^--4- 2^—3) (—i- — 2V— 5-) 

Tertia autem efi (2- -+- 2 /- 3 ) (—2^. 2 ^— 3 ). 

z z 3 ' z z 

At in ultimo exemplo, praeter cofinum arcus i 8 0 .2<S', folvunt quaeftio^ 
nem cofinus arcuum 

7 * M4 = VS&Z&t 108*. 16’ 

4 4 

& Idl .. , 4 < a Zi£=Z£. 4 i' 

Horum primus revocatus ad radium v^f, eft 0,71 12.6, cui proximus eft nu¬ 
merus -+- 1 =3 x •, ergo y ^ xx - m 31 - f — -4 i & radix 

_1, cujus quarta poteftas reftituit binomium propofituro. 

Hujus primi arcus complementum ad duos rc&os efi fecundus, quare X 
fumi debet negative , & radix tertia erit-1 -+- zV-1. Tertius au¬ 

tem efi complementum illius qui primo inventus fuerat nempe i8 c .z^ ac 

quarta radix erit—1—v^—1. . 

Quod etiam optime congruit cum iis, quae inveneramus N°. 87. pag.Si- 
hujus i quod quarta potcftas unitatis radices habeat 

-+• * i -I > - 4 - ✓-Ij -V-I. 

Nam prima radix polynomii propofiti cft 
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Y f —i) > fecunda (t-t-V-i) <—V— i)» tertia (+V—1) } 

quarta (n-V—i) (—i.) 

131. Tandem ope hujus theorematis folvuntur aquationes omnes quas for¬ 
mam habent deferiptam N 8 . 117. pag. 231. hujus. iEquatio generalis ejus 
numeri habet coefficicntem fecundi termini, ii confidcrcntur termini qui 
adfunt, vel tertii, fi ratio habeatur evanefeentis 

n 

3” & fi radices funt reales, eft m =3 V( aa-b ) (N". 114. pag. 

331. hujus) tunc ergo m eft minor quam at. Sed quando radices fune 

imaginarias, eft m a V(<M+i)( N # . 118. pag. 117- hujus); Sc m” major 
quam aa. 

Sed data aequatione datur coefficiens fecundi termini exiltentis 5 datur 

etiam exponens altiflimi termini, vel «; atque ideo z~~\ n\ per hunc 
numerum dividatur coefficiens termini fecundi, quotiens erit wj hic quo¬ 
tiens evehatur ad poteftatcm fi eft m minor quam quadratum ultimi 
termini omnino cogniti, aequatio folvetur per methodum traditam N°. 117. 
pag. zzy. hujus, ii modo folvi poteft, & defcribetur ejus radix per 

x 55 i- Vb) + — </b). 

Sed hscc radix per fc & dire&e non folvit aequationem propoiitam ; nam 

n n 

eam non reftituit, nili pro 4 - s'b) - 4 - V (a - y/b) & ejus potcftatibus 

fubinde reftituantur .v & ejus poteftates. Gonftat e fuperioribus. 

Si vero fit m major quam quadratum ultimi termini, confugiendum ad 
anguli multifc&ionem, & folvetur «quatio methodo expofua N°. 129. 
pag. 2.31. hujus. .... 

131. Quomodocunque reperiatur valor incognita; in arquationibus cubi¬ 
cis,’ nempe 

V(*-+- v'_ b) 55 *-+- \/ —/3§ £c V— b) 55 «— /—&•, 

rcalis erit harum fumma, & x 55 Z*. 

Alia; duae radices erunt 

(*+{-.&) (— i-H- ~ ^— < —13. (- “ V—-ffl — —*-t-V 3 i* 

Sc 

(«m-V- ffl (_ i— - v'—3)-t-(« —v—li) (- 1+ J- V-3) = V’33 

Gg z Et 
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Et tres radices reales erunt, rem oftendente KAESTNERO in peculiari 
differtatione quam ideo confcripfit. Si nempe binomii imaginarii radix cu¬ 
bica poffit inveniri fine folutione aequationis cubicse. Hinc autem orietur 
aequatio ejus formae, quas dicitur irredu&ibilis, nempe, 

-3(«* -f. / 3 ) x - 2 (» } -s=! o 

quas tantum differt ab asquatione N ; . 106. pag. 2.1 1. hujus, duobus illis, 
quas hanc reddunt irredu&ibilem. 

133. Hxc aperte quidem oftendunt quomodo radix aquationis irredu&i». 
bilis fub forma imaginaria complefti pofiit tres radices reales, fi modo bi¬ 
nomii imaginarii tertia radix extrahi poflit 5 fed non oftendunt cur per CAR- 
DAN1 regulam radix habeatur fub forma imaginaria* ideo non dcftruunt 
difficultatem, de qua (N" pp.. 107. pag. 217 ... 222. hujus). 

134. Monftratum jam fuit N« pf..P7- pag. 214..216. hujus, cequatio- 
nem irredu&ibilem oriri poffe e tribus radicibus rcalibus, quarum una fal- 
tem, eft commenfurabilis. Nunc dico in ipfa sequatione inventa N a . 132. 
hujus, effe * quantitatem commenfurabilem aut rationalem, fi ipfa asqua- 
tio eft rationalis* etiamfi forte minus neceffarium fit id oftendere poft ca 
quae jam obfervavimus. 

n r » lr 

Sit enim, fi fieri poteft, * s/y 5 erit u 2 ^ y/y rr , quas quantitas de- 

ZK 

bet effe rationalis, ut asquatio rationalis exfurgat. Ergo — eft numerui 
integer* 6c aut 

n r r «- 

n :=} 2* & >/y =3 Vy 's aut r ZZ «r* & Vy r zZ Vy"* ^ /. 

n 

In ultima hypothefi ftatim >ly , atque ideo eft rationalis. In altera, 
erit 

Vy ZZ >Jy 5 hinc u* Z 2 y Iy 

quae quantitas pariter debet effe rationalis, ne irrationalem habeat ultimi 

r 

termini partem aequatio propofita. Igitur eft numerus integer & '/y ? 
vel eft iterum quantitas rationalis. 
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APPENDIX 

AQUATIONUM 

Conflruttio lineam . 

0 

TTadenus aquationum proprietates, transmutationes, limites ,Se omnis 
l I generis redudiones, docui. Demonftrationes non femper adjunxi 
quoniam fatis faciles mihi vifx funt, & nonnunqUam abfquc nimiis amba¬ 
gibus tradi non poflent/ Reflat jam tantum ut aequationum , poflquam 
ad formam commodiffimam redudx funt, radices in numeris extrahere do¬ 
ceam. Et hic praecipua difficultas elt in figuris duabus vel tribus priori¬ 
bus obtinendis, id quod commodiffime per aequationis conftrudionem ali¬ 
quam fcu geometricam five mechanicam conficitur. Qua de caufa non pi¬ 
gebit hujusmodi conftrudiones aliquas fubjungere. 

II. Veteres, ut ex PAPPO difeimus, trifectionem anguli, & inventio¬ 
nem duarum medie proportionalium , fub initio per redam lineam & circu¬ 
lum , fruftra aggrem funt. Poftca confiderarc coeperunt alias permultas 
lineas, ut conchoidcm, cifloidcm, & conicas fediones, & per harum 
aliquas folverunt problemata. Tandem re penitius examinata, & conicis 
fedionibus in Geometriam receptis, problemata diffinxerunt in tria gene¬ 
ra: Plana qux per lineas, a plano originem derivantes, redam nempe & 
circulum folvi poffint$ Solida quae per lineas ortum a folidi^ id efl coni 
confideratione derivantes folvcbantur* 5 c Lineria ad quorum folutionem re¬ 
quirebantur linea; magis compofitx. Et juxta hanc diftindionem, pro¬ 
blemata folida per alias lineas quam conicas fediones folvere a Geomotria 
alienum efl; prxfertim fi nullae alia; lineae prxter redamcirculum, 6c 
conicas fediones in Geometriam recipiantur. At reccntiores longius pro- 
grdli receperunt lineas omnes in Geometriam qux per aequationes ex¬ 
primi poflunt, & pro dimenfionibus.'xquationum diffinxerunt lineas illas in 
genera, legemque tulerunt non licere problema per lineam fuperioris ge¬ 
leris conftruerc quod conftrui potefl: per lineam inferioris. 

III. In lineis contemplandis, & eruendis earum proprietatibus, diftirt- 
ccionem earum in genera juxta dimenfiones xquationum per quas definiun- 
tu >*, laudo. At xquatio non efl, fcd deferiptio qux curvam geometricam 
e fficit. Circulus linea geometrica efl:, noVi quod per xquationem exprimi 
Potefl: * fcd quod deferiptio ejus poflulatur. «Aquationis fimplicitas non 
eft, fed deferiptionis facilitas, qux lineam ad conftrudiones problematum 
P r ius admittendam efle indicat. Nam xquatio ad parabolam fimplicior efl: 
^tiam xquatio ad circulum 5 & tamen circulus ob fimpliciorem deferiptio- 

prius admittitur. Circulus 8c coni ftdiones, fi xquationum dimen- 

G g 3 fiones 
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fiones fpe&entur, ejufdem funt ordinis; & tamen circulus in conftruCliofie 
problematum non connumeratur cum his, fed ob iimpiicem dclcriptio- 
nem deprimitur ad ordinem inferiorem line» reCto; ita ut per circulum 
conftruere quod per reCtas conftrui poteft, non fit illicitum i per conicas 
vero feCtioncs conftruere quod per circulum conftrui poteft vitio verta- 
tun Aut igitur legem a dimenfionibus aequationum in circulo obfervan- 
dam effe ftatuc, & fic diftin&ioncm inter problemata pinna & folida, ut 
vitiofam, tolle j aut concede legem illam in lineis fuperiorum generum non 
ita obfervandam efie,quin aliquae ob.fimpliciorem deferiptionem proferantur 
aliis cjufdem ordinis, & in conftru&ione problematum cum lineis inferio¬ 
rum ordinum connumerentur. In conftruCtionibus quo funt aeque geome¬ 
tricae, proferenda: femper funt fimpliciores. Hoc lex omni exceptione 
maior eft. Ad fimplicitatem vero conftrudtionis cxprelTioncs algebraico 
nil conferunt. Solo deferiptiones linearum hic in cenfum veniunt. Has 
folas confidcrabant Geometro qui circulum conjungebant cum reda. Prout 
ho funt faciles vel difficiles, conftruCtio facilis vel difficilis redditur. Adeo- 
que a rei natura alienum eft leges. r conftru£tionibus aliunde proferibere. Aut 
igitur lineas omnes proter rectam & circulum , & forte conicas fe£tioncs,e 
Geometria cum veteribus excludamus, aut admittamus omnes fecundum de- 
feriptionis fimplicitatem. Si trochoides in Geometriam reciperetur, licc- 
ret-ejus beneficio angulum in data ratione fecare. Numquid ergo reprehen¬ 
deres fiquis hac linea ad dividendum angulum in ratione numeri ad nume¬ 
rum uteretur, & contenderes hanc lineam per oquationem non definiri, li¬ 
neas vero quo per oquationes definiuntur,adhibendas efie? Igitur fi angulus 
e. g. in 10001 partes dividendus e fiet, teneremur curvam lineam oquatione 
pluiquam centum dimenfionum definitam in medium afferre, quam tamen 
nemo mortalium deferibere , nedum intelligerc, valeret 5 & hanc antepone¬ 
re trochoidi quo linea notiffima eft , & per motum roto vel circuli facil¬ 
lime deferibitur. Quod quam abfurdum fit quis non videt? Aut igitur 
trochoides in Geometriam non eft admittenda, aut in conftruaione proble¬ 
matum curvis omnibus difficilioris deferiptionis anteferenda. Et eadem eft 
ratio de reliquis curvis. Quo nomine trife&iones anguli per conchoidcm 
quas Archimedes in Lemmatis & Pappus in colfeaionibus pofuere, pro alio¬ 
rum hac de re inventis omnibus, laudamus 5 fiquidem lineas proter netam 
& circulum e Geometria excludere debeamus, aut fecundum defcriptiom* 
fimplicitatem admittere, & conchoidcs firaplicitatc deferiptionis nulli cur¬ 
vo proter circulum cedit. Aquationes funt expreffiones computi arithm e ' 
tici, & in Geometria locum proprie non habent, nifi quatenus quantitates 
vere geometrico (id eft lineo, fuperficies, folida, ■& proportiones) aliqu ^ 
aliis oquales enunciantur. Multiplicationes, Divifiones, & ejufmodi com' 
puta in Geometriam recens introducta funtj idque inconfulto, & contr* 
primum inftiturum- fcientio hujus. Nam qui conftruCtiones problematu 
per reCtam & circulum a primis Geometris adinventas confiderabit, f aCl 
fentiet Geometriam excogitatam effc ut expedito linearum duCtu effug? 1 * 
mus computandi todium. Proinde ho duo fcientio confundi non debe* 1 * 
Veteres tam fedulo diftinguebant eas ab invicem, ut in Geometriam tC . 
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minos aritmeticos nunquam introduxerint. Et recentes utramque confun¬ 
dendo amiferunt fimplicitatem in qua Geometri# elegantia omnis confiftit. 

IV. Eft itaque arithmetice quidem fimplicius quod per fimpliciores sequa- 
tiones determinatur: at geometrice fimplicius cft quod per fimpliciorem du- 
ttum linearum colligitur ; & in Geometria prius & praeftantius efle debet 
quod eft ratione geometrica fimplicius. Mihi igitur vitio vertendum non 
erit fi cum Mathematicorum Principe, Archimede y aliifque veteribus, con- 
choidem ad folidorum problematum conftrudionem adhibeam. Attamen 
fiquis aliter fenferit, fciat me hic de conftrudione non geometrica fed qua- ■ 
licunque, follicitum efie, qua radices arquationum in numeris proxime afle- 
quar. Cujus rei gratia pnsmitto hoc problema lemmaticum. 

Inter datas duas lineas AB , AC r ellam data longitudinis BC po¬ 
llere qua produila tranfeat per datum pumilum jP. 

V. Si circa polum P gyret linea BC, fimul terminus ejus C incedat fu-Tab. IX. 
per reda AC, ejus alter terminus B dclcribet conchoidem veterum. Se- Fig ‘ x * 
ect haec lineam AB in pundo B. Junge PB, & ejus pars BC erit reda 

quam ducere oportuit. Et eadem lege linea BC duci poteft ubi vice red« 

AC linea aliqua curva adhibetur. 

VI. Sicui conftrudio hjecce per conchoidem minus placeat, poteft alia 
per conicam fedionem ejus vice fubftitui. 

A pundo P ad redas A D ; A E; age PD; PE; conftituentes parallclogram- 
mum E 4 DP, & a pundis C ac D ad redam AB demitte perpendicula 
CF; DG; ut 8c a pundo E ad redam AC verfus A produdam perpen¬ 
diculum EH, & didis 

AD Sfl;PD - b> BC — AG AB - Sc AC — y. 

Erit ADadAG ut At)ad AF, adeoque AF ta 

a 

Erit & AB ad AC ut PD ad CD,feuxadjr ut bada — y. Ergo by z=l as _ 

qux aequatio cft ad hyperbolara. Rurfus per I II. Elem. erit 

B Cq s AC94-AB3 — zFAB, id eft cc ss yy+xx — —? 

CL 

Erioris xquationis partes dudas in ^ aufer dc partibus hujus, Sc rcftabifc 

ibdy . 

cc - ^ yy-f-xx- idx , 

Aquatio ad circulum, ubi x &_y ad redos funt angulos. Quare fi hafcc duas 
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lineas, hyperbolam 8c circulum, ope harum aequationum componas, eaP 
rum interitione habebis x &jr, feu AB & AC.qu* pofitionem redx BC 
j«rprmirvinr Corrmonentur autem lineas illae ad hunc modum. 

Tab. IX. VII. Duc reftas duas quafvis KL aequalem AD, & KM aequalem PD, 
Fig i. continentes angulum redum MKL. Comple parallelogrammum KLNM, 
& afvmptotis LN, MN per pundum K dcfcnbe hyperbolam IKX. 

Vili In KM verfus K produ&a, cape KP aequalem AG; & KQ.aequa- 
lem BC. Et in in KL produda verfus K, cape: KR «qualem AH; & 

RS xqualem RQ. Comple parallelogrammum PKRT, & centro T, in¬ 
tervallo TS, deferibe circulum. Secet hic hyperbolam in pundo X. Ad 
KP demitte perpendiculum XY, & erit XY arqualis AC tx KY aequalis 
AR 0,11 dux linex AC & AB, vel una earum , cum pundo P determi¬ 
nant politionem quxfitam redx BC Cuiconftrudiom d< monftrandx, & 
ejus cafibus fecundum cafus problematis determinandis non imnSoror. 

IX. Hac, inquam, conftrudione folvi poteft prob.ema, ficui ita vifum 
fit Sed hxc folutio magis compofita ctt quam ut ufibus ullis intervire 
noifit. Nuda fpeculatio eft, & fpeculationcs geometric* tantum habent 
eleganti* quantum fimplicitatis, tantumque laudis merentur quantum utili¬ 
tati fecum afferunt. Ea de caufa conflrudionem per conchoidem prxte- 
ro ut multo fimpliciorem, & non minus geometricam, & qux refolutioni 
xquationum a nobis propofitx optime conducit. Prxmiffo igitur prxee- 
dente Lemmate, conftruimus geometrice problemata cubica, & quadrato- 
quadratica (ut pote qu.e ad cubica reduci pojfunt) ut fequitur. 

X. Proponatur aquatio cubica 

X 3 * *4 -qx -4- r ^ 0 , 

cujus terminus fecundus deejt, tertius venfub fignofuo defignatur per + q &? ?#«<" 
tus per -+• r. ^ 

Tab. IX. Duc quamlibet K A, quam dic ». In KA utrinque produda, capeKB S - 
Eg. 3 - 4 - 5 - j eafdem artes cum KA fi habeatur-1-9, aliter ad contrarias. BifecaBA 
in C , & centro K, radio KC, fac circulum CX, cui mfcribe redam CX 

xqualem ' , & produc eam utrinque. Dein junge AX, & produc eam 

utrinque.” Denique inter has lineas CX & AX inferibe EY ejufdem longi¬ 
tudinis cum CA, quxque produda tranfeat per pundum K, & XY eiit 
erit radix xquationis Et ex his radicibus affiripativx erunt qux cadunt a« 
partes X verfus C, & negativx qux cadunt ad partes contrarias, fi habea¬ 
tur -t-r, & contra fi habeatur- r. 

Demonjlratio. 

Ad demonftrationem praemittimus Lemmata fequentia. 





C ONS TRXJC flONE LINEJRI, 

lemma i. 


»4« 


XI. EJl YX ad AKut_CX' ad KE. Etenim age KF parallelam CX, tc 

rv ^V r, ^ S vV ^r,’^ EVX; EKF > Clit A C ad AK ut 
C X ad KF & YX ad YE (feu AC) ut KF ad KE; adeoque e x * quo per- 
turbate , YX ad AK ut CX ad KE. Q. E. D. j * F 

LEMMA II. 

CTad AK KE. Nam componendo cfl YX 
ad AK ut YX-*-CX, id efl CY ad AK-f-KE. Q. E. D. 

LEMMA III. 

XIII. EJl KE — BK ad YX ut YX ad XK. 

Nam per 15. II. Elem. efl 

YKg—CIC7 s CYg — CY . CX — CY.YX, 

hoc eft, fi theorema rcfolvatur in proportionem, 

CY ad YK-CK ut YK-t-CK ad YX. 

Sed cft 

YK —CK s YK — YE-kCA —CK ~ KE — BK. 

Et 

YK -t- CK =5 YK-YE+CA+CK sa KE-t- AK. 

Adeoque eft 

CY ad KE-BK ut KE-^AK ad YX. 

Sed per Lerdma fecundum erat 
CY ad KE + AK ut YX ad AK. 

Ife“ 4K ,d YX - s “ KE - BK 

XIV. His prarmiflis demonftrabitur theorema ut fcquitur 

In primo Lemmate erat YX ad AK ut CX ad KE, fcu KE. YX = AK CX 

In tertio erat KE-BK ad YX ut YX ad AK. 

Unde fi prioris rationis termini ducantur in YX fiet 

KE.YX_BK.YX ad YXg ut YX adAK, 

id efl: 


Tom. II. 


Hh 


AK 
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AK.CX BK.YX ad Y Xq ut YX ad AK , 

& du&is extremis 8c mediis in fe 
AKj.CX-AK . BK . YX =5 YX cuk 


Denique pro YX > AK j BKj & CXj rcftitutis x; n\ —; Sc orietur 


r—qx zzi x*. Q. E. D. 

XV. Quod vero ad ad lignorum variationes attinet, 

problematum determinandis non immoror. ^ 

XVI. Proponatur jam aquatio cujus tertius terminus deefi 


iftis fecundum cafus 


x* -+- pxx -4- r zz O. 

Et ad ejus conftruttioncs aflumpto quolibet », cape in re&a aliqua longitu¬ 
dines duas KA :=: — ; & KB zz p, idque ad eafdem partes fi r & p ha- 
n» 

beant eadem ligna, aliter ad contrarias. Bifeca BA in C, & centro K, ra¬ 
dio KC, deferibe circulum cui interibe CX aequalem », & produc eam 
utrinque. Item junge AX, & produc eam utrinque. Denique inter has 
lineas CX & AX inferibe EY ejufdem longitudinis cum CA, ita ut ea,fi 
producatur, tranfeat per K, & KE erit radix aequationis. Radices autem 
affirmativae funt ubi punftum Y cadit a parte pun&i X verfus C, & nega¬ 
tivae ubi pun&um Y cadit ad alteras partes pun&i X fi modo habeatur T y 
& contra fi habeatur — r. 

Ad hujus Propofitionis demonftrationem fchemata & lemmata de prio¬ 
ri propofitione mutuo fumantur, & demovjlratio erit ut fequitur. 

XVII. Per Lemma i, erat 

YX ad AK ut CX ad KE, feu YX . KE =5 AIC . CX, 


& per Lemma 3, KE -— KB ad \ X ut YX ad AK > 

* aut (fumpto KB ad contrarias partes) 

KE-hKB ad YX ut YX ad AK, 
adeoque 

XKE-4-KB)inKEad YX . KE, feu AK.CX ut YX ad AK, feu CX ad • 
KE. 

Quare du&is extremis & mediis in fe, efi; 


KE cub. KB . KE$ s=: AK.CXg, 

& ipfarum KE; KB; AK; & CX, reftitutis valoribus fupra aflignatis* 

xvin- 


x* -4- pxx ~ r . 
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XVIII. Proponimus jam aquationem trium dimenftonum 
x'-bpxx -t-qx + r £2 o, 


Hi 


nullo termino carentem , & cujus tres radices non funt omnes affirmativa neque 
omnes negativa . 

Et primo fi terminus q negativus eft, in re&a aliqua KB capiantur longi-Tab. I 

f Fig. 6. 

tudines dux KA £3 •— > & KB ££ p , idque ad cafdcm partes pun&i K fi 

f 

p> & ~ habent figna diverfa* aliter ad contrarias. Bifcca AB in C, Sc 

ad punitum illud C erige perpendiculum CX aequale radici quadraties ter¬ 
mini q. Et inter lineas re&as AX & CX, utrinque *produ&as in infinitum 
inferibatur re£fca EY, quse aequalis fit re<5tse AC, & produdta tranfeat per 
pundtum K, atque KE erit radix aequationis, quae quidem affirmativa erit 
fi pun&um X cadat inter pundta A & E, negativa vero fi punttum E cadat 
ad partes pundti X verius A. 

XIX. Quod fi terminus q affirmativus eft, in retta KB capiantur longi¬ 
tudines illae dux KA ££ %/^zH _ vn -A 


*, & KB ££ idque ad cafdem partes 


punftiK, fi V —- & — habent figna diverfa; aliter ad contrarias. Bi- 
p Jv A 

feca AB in C, & ad pun&um illud C erige perpendiculum CX xquale 
termirto p : & inter lineas reftas AX & CX, utrinque produ&as in infini¬ 
tum inferibatur re&a EY, qux xqualis fit re&x AC, & produ&a tran¬ 
feat per pundtum K, atque XY erit radix xquationis; quse quidem negati* 
va erit fi pun&um X cadat inter pun&a A & E, affirmativa vero fi punSum 
Y cadat nd partes pun&i X verfus punctura C. 

Demonfiratio cafus prioris. 

XX. Per Lemma primum erat 


ICE ad CX ut AK ad YX, 

& ita (componendo) cft 

KE h- AK, id eft KY - 4 - KC, ad CX YX, id eft, CY. Sed in triafi- 
gulo rc&angulo KCY eft YCg xquale YKg — KC^, id aquale (KY-+-KC) 

(KY-KC) , & refolvendo terminos xquales in proportionales, KY-f-KC 

ad CY ut CY ad KY-KC, feu KE-f-AK ad CY ut CY ad EK—KB. 

Quare cum in hac proportione fuerit KE ad CX, duplicetur proportio, 
& erit KEq ad CX<j ut KE •+- AK ad KE • — KB \ & du&is extremis & 

Pediis in fe KE cub -KB . KE q S3 CXg . KE CXj . AK. Et refti- 

tutis valoribus fupra affignatis X 3 - pxx £5 qx -+-r. 

De- 


Hh a 
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Demonjlratio cafus fecundi. 


XXI. Ver Lemma primum ed KE ad CX ut AK ad YX, dudifque ex¬ 
tremis & mediis in fe, fit KE . YX ss CX . AK. Scribe ergo in fuperio- 

ribus KE . YX pro CX.AK, & fiet KE cub. -KB . KEg z3 CX$. 

KE-f-CX . KE . YX. Et applicatis omnibus ad KE , erit, KEq — KB 
.KE CXg-t- CX . YX : dudifque omnibus in AK habebitur AK . KEq 

-AK . KB KE — AK . CX<? -+- AK . CX . YX. Ac rurfus feripto 

KE. YX pro CX.AK, fiet AK . KEg-AK. KB. ICE =r KE . YX 

. CX -+- KE . YXq: & applicatis omnibus ad KE, orietur AK . KE—AK 
. KB zr: YX . CX . CX + Y Xq: dudifque omnibus in YX , emerget AK 

.KE. YX_AK. KB . YX =3 YXg.CX + YX cub . Sc pro KE . YX 

feriptis in primo termjno CX.AK, fiet CX . AKg — AK . KB.YX zz CX 
. YXn YX cub. j feu , quod perinde eft, YX cub. CX . YXq -+- AIC 
. KB . YX — CX . AK q o. Atque pro YX j CX* AK j Se KB> fub* 

flitutis valoribus fupra affignatis x> pj d - q V -emerget tandem 

x 3 -+- pxx qx r =3 o, aequatio conftruenda. 

XXII. Solvuntur etiam ha aquationes ducendo r ellam Vineam dat£ longitudinis 
inter circulum & aliam rc&awi pofitione datos , ea lege ut relita illa ducla conver¬ 


gat ad punitum datum. 

Proponatur enim aquatio cubica % 3 * +.qx + r ^3 0 , cujus terminus fecundus 
deejl. 

Tab. IX. -Duc redam KA ad arbitrium. Eam dic n. In KA utrinque produda 
I,g ' 7 ‘ ca pc KB =2 2-, idque ad eafdcm partes pundi K cum linea KA fi modo 
habeatur-aliter ad diverfas. Bifeca BA in C, Sc centro A, interval- 

" r 

lo AC, deferibe circulum CX. Ad hunc apta lineam redam CX :zZ 

& per purda K, C, & X deferibe circulum KCXG. Iunge AX , St jun- 
dam produc donec ea iterum fccet circulum ultimo deferiptum KCXG, 
in pundo G. Denique inter hunc ultimo deferiptum circulum St redam 
KC utrinque produdam inicribc redam EY ejufdtm longitudinis cum reda 
AC, ita ut ea convergat ad pundum G. Et ada reda EC ctit una ex ra¬ 
dicibus aequationis. Radices autem affirmativae lunt qusc cadunt in majori 

circuli fegmento KGC, & negativa: quas in minori KEC fi habeatur- r j 

Sc contra fi habeatur-*-r, affirmativx iu minori fegmento KFC,negativas in 
majori KGC reperientur. 

Ad hujus vero conftrudionis demonflrationem prasmittimus lemmata 
fequentia. 


LEMMA I. 

1 

XXIII. Vofitis qu.-c in confruclione fuperiore , ejl CE ad K A ut CE CX dd 
AT } y CXad X2\ 




CONSTRUCTIONE LINEARI. 34y 

f^am > reda KG duda, eft AC ad AIC ut CX ad KG, idque ob finii* 
>ia triangula ACX, AKG. Sunt etiam triangula YEC , YKG fimilia : 
quippe qua: communem habent angulum ad Y , & angulum ad G & C in 
eodem circuli KCG fegmento EGCK , atque adeo aequales. Inde fir CE 
ad EY ut KG ad KY, id eft CE ad AC ur KG ad KY eo quod EY Sc 
AC , juxta hypothefin, squantur.^ Collata autem hacce cum fuperiore p ro - 
portionalitate colligitur ex aquo perturbate quod fit CE ad KA ut CX ad 
KY, 6c vicifiim CE ad CX ut KA ad KY. Unde componendo fit CE 
+ CX ad CX ut KA-f-KY ad ICY , id eft ut AY ad KY , & vicifiim 
CE-j-CX ad AY ut CX ad KY hoc cft ut CE ad KA. Q. E. D. 

LEMMA I r. 

XXIV. Demifio ad lineam GY perpendiculo CH , fiet reftangulum iHEYaqua¬ 
le r eft angulo CE . CX. 

Nam, demifio etiam ad lineam AY perpendiculo GL, triangula KGL,’ 
ECH redos habentia angulos ad L & H, & angulos ad K & 'E in eodem 
circuli CGK fegmento CKEG, adeoque squales, squiangula funt & proin¬ 
de fimilia. Eft ergo KG ad KL ut EC ad EH. Porro, a pundo A ad 
lineam KG demifio perpendiculo AM, ob squales AK, AG bifecabitur 
KG in M, £c triangula KAM, KoE ob angulum ad K communem, & 
angulos ad M & L redos, fient fimilia & inde eft AK ad KM ut KG ad 
I<L. Sed ut efi: AK ad KM ita efi: 2AK ad 2KM , feu KG, & ita (ob 
fimiia triangula AKG, ACX) efi 2AG ad CXj & (ob squales AC & EY) 
ita eft lEY ad CX. Ergo cft lEY ad CX ut KG ad KL. Sed erat KG 
ai KL ut EC ad EH, ergo eft zEY ad CX ut EC ad EH, ergo eft 2EY 
ad CX ut EC ad EH, atque adeo redangulum 1HEY (dudis nimirum ex¬ 
tremis & mediis in fe) squale eft rcdangulo EC . CX. Q. E. D. 

XXV. Afiumpfimus hie lineas AK; AG squales efie. Nimirum rednn- 
gula CAK, XAG (per Corol. Prop. Prop. tf.Iib. III. Elem.) aequalia (umy 
atque adeo ut CA cft ad XA ita AG eft ad AK. Sed CA, XA so.ualcj 
funt per hypothefin^ ergo 6c AG; AK. 

LEMMA III. 

XXVI. Confiruttis. omnibus ut fupra , tres linea BYy CE j KA\ funt conti* 
*ue proportionales. 

Nam, (per Prop. 12. lib. H. Elem eft CY<7 EY<y-+-CEg-4-2EX 

•EH. Et ablato utrinque EY q fit CYq -EY? CEr/ -4- lEY . EH. 

5 ed 2EY.EH (per Lem. 2 .) squale eft redangulo CE.CX, & addito 
l ^rinque CE(j fit CF.7 -4- 2EY . EH =: CEq -+-CE. CX Ergo CYg—EYn 

«quale cft CEyn-CE.CX, id eft (CY-+-EY) . (CY-EY) squale cft 

CH^_f_CE.CX. Et refolutis squalibus rcdangulis in latera proportionalia 

fit CE-+-CX ad CY-+- EY ut CY-EY ad CE. Sunt autem tres line» 

EY j CA , CB: squales & inde CY-+-EY” s CY-+-CA 22: AY * & 

5 ^-EY zz CY-CB ~ BY. Scribantur itaque AY pro CY-+-EY , 

6 BY pro CY-EY, & fiet CECX ad AY ut BY ad CE. Sed 
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(per Lem. iO eft CE ad KA ut CE -+- CX ad AY, ergo eft CE ad KA ut 
BY ad CE, hoc eft lineae tresBY, CE, KA, funt continue proportio¬ 
nales. Q; E. D. 

Tandem ope horum Lemmatum conftru&io fuperioris problematis fic de- 

monftratur. 

XXVH. Per Lemma i. eft CE ad KAut CX ad KY, adeoque KA.CX 
~ KY . CE , & applicatis his aequalibus extremorum & mediorum re&an- 
K A CX 

gulis ad CE fit — s KY. His lateribus aequalibus addeBK & aequa- 

«. DTr KA . CX ( _ v tt j r . n Ttxr KA.CX 

lia erunt BK h -— &BY. Unde per Lemma tertium eft BK h- 

ad CE ut CE ad KA , & inde, du&is extremis & mediis in. Ce provenit 

CEg aequale BK . KA + -“~^~-, & omnibus praeterea du&is in CE fit, 

CE cub. aequale BK . KA . CE -4- KAg . CX. 

CE erat radix aequationis di&a x : KA erat n : KB 2 - • & CX His 

n nn 

pro CE; KAj KB; & CX fubftitutis oritur x 1 ;=s gx-+-r, feu x*—qx—r :=j c, 
xquatio conftrucnda *, ubi q & r negativa prodeunt fumptis KA 6c KB ad 
cafdem partes pun&i K , 5 c radice affirmativa in majori fegmento CGK 
exiftente. Hic unus cafus, eft conftru&ionis demonftrandse. 

Ducatur KB ad partes contrarias, id eft,mutetur lignum ejus, feu fignum 

ipfius 2 - y vel quod perinde eft, fignum termini g, & habebitur conftru&io 

aequationis x'+-qx — r :=: o : qui cafus eft alter. 

In his cafibus CX, & radix affirmativa CE cadunt ad eafdem partes li¬ 
nea: AK. 

XXIX. Cadant CX & radix negativa ad eafdem mutato ligno ipfius 
CX, feu — vel (quod perinde eft) ligno ipfius r, & habebitur cafus tertiut 

Tllt 

x* + qx-+-r ~ o, ubi radices omnes funt negativa:. 

XXX. Et mutato rurfus ligno ipfius KB, feu 2 * ,vcl folius q , incidetur 

in ckfum quartum x* -gv-t-r o. Quorum omnium cafuum conftruttio- 

nes percurrere licebit, & figillatim demonftrare ad modum cafus primi* 
Nos uno cafu demonftrato ceteros leviter attingere fatis elfe putavimus* 
Hi verbis iifdcm mutato folum linearum fitu demonftrantur. 

XXXI. Conft ruenda jam fit <e quatio cubica x 3 -+- pxx* -4- r S 3 o, cujus tef 0 
tius terminus deeft. 

In figura fuperiore aflumpta longitudine quavis n , capias in retta quavis 
infinita AY5 KA; & KB; quarum KA valeat — ; & KB valeat p. H** 

cape ad eafdem partes punfti K, fi modo figna terminorum p & r fint 
dem, fccus ad contrarias, Bifeca BA in C, & centro A, intervallo A^» 
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dcfcribe circulum CX. In eo aptes redam CX, arqualem longitudini af- 
fumptae n. Junge AX, & produc jundam ad G, ita ut fiat AG aequalis 
AIv, & per punda K ; C; aj G> defcribe circulum. Denique inter hunc 
circulum & redam KC utrinque produdam, infcribe redam EY ejufdem 
longitudinis cum reda AC, ea lege , ut hxc infcripta tranfeat per pundum G, 
fi modo ipfa producatur: 8c ada reda KY erit una ex radicibus aequatio¬ 
nis. Sunt autem radices affirmativae quae cadunt ad partes pundi K ver- 
fus pundum A fi modo habeatur r ; iin habeatur —r, affirmativae funt 
quse cadunt ad partes contrarias. Et fi affirmativae radices jacent ex una 
parte pundi A, negativa; funt quae jacent ex altera. 

Demonltratur autem haec conftrudio ope lemmatum trium noviffimorum 
in hunc modum. 

XXXII. Per Lemnia tertium BY ; CE; KA; continue proportionales; 
& per Lemma primum ut eft CE ad KA ita eft CX ad KY. Ergo BY eft 

ad CE ut CX ad KY. Sed BY idem eft quod KY-KB. ^Ergo KY 

__KB eft ad CE ut CX ad KY. Sed ut eft KY-KB ad CE ita eft 

KY — KB in KY ad CE in KY, idque per Prop. i.Jib. VI. Elem. & ob 
proportionales CE ad KA ut CX ad KY eft CE in KY arquale KA in 

CX. Ergo (KY-KB) KY eft ad KA in CX (ut KY — KB ad CE, 

hoc eft) ut CX ad KY. Et dudis extremis £c mediis in fe invicem, fit 

(KY_KB) KY q aequale KA in CXg: id eft KY cub. -KB . KY quad. 

aequale KA . CX quad. Erat autem in conftrudione, KY radix aequationis 

dida X ', KB aequalis p\ KA aequalis ^ ; & CX aequalis «. Scribantur igi¬ 
tur X, p\ ~ > £c n j pro KY5 KB 3 KA; 8c CX > rcfpedive, 8c fiet 

X 1 - pxx zz r, feu x 3 - pxx - r o. 

XXXIII Refolvi poteft conftrudio demonftranda in hafce quatuor arqua- 
tionum cafus, 

x 3 —pxx — r ss o, —pxx + r ^ c, 

x } +pxx — r zz o, 6c x*+pxx + r zz o. 

Cafum primum jam demonftratum dedi, ceteri tres iifdem verbis, mutato 
tantum linearum fitu, demonftrantur. Nimirum, uti fumendo KA & KB ad 
cafdem partes pundi K, & radicem affirmativam KY ad contrarias partes, 

jam prodiit KY cub -KB . KYg 55 KA . CXg, & inde x } — pxx—r zzo : 

fic fumendo KB ad contrarias partes pundi K, prodibit fimili argumentati©- 
nis progreffu, KY £#£••+• KB . KYq zz KA . CX<2, & inde 

x 3 -4- pxx - r zz o. 

Et in hifce duobus cafibus fi mutetur fitus radicis affirmativa; KY fumendo 
eam ad alteram partem pundi K, per fimilem argumentationis feriem deve¬ 
nietur ad alteros duos cafus KY cub . KB . KYg 55 — KA . CXg> fcu 

x 1 
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x’ +p xx r =3 o , & KY -KB . KYg =3 -KA . CXj , feti 

x 3 _ pxx-+-r zr, o. Qui omnes cafus erant demonftrandi. 

XXXIV. Pronatur jam <equatio cubica 

x } -i-pxx-*-qx:-i-r s o, 

nullo (nifi forte tertio) termino carens. Ea conftruetur ad hunc modum. 

TaK IX. Cape ad arbitrium longitudinem n. , Ejus dimidio aequalem duc re&am 

quamvis GC, & ad pun&um G erige perpendiculum GD aequale v'—. 

Deinde Ci termini p & r habent contraria figna, contro C, intervallo CD, 
Tab. X. defcribe circulum PBE. Sin eadem 1 'unt eorum figna, centro D, intervallo 
Fig.’r. GG, defcribe circulum occultum fecantem redhm GA in Hjdein centro C, 

intervallo GH, defcribe circulum PBE. Tum fac GA z=i - ~~ j 

7% fjp 

camque duc in linea GC ad partes pun&i G verfus C fi modo quantitas 

_ —_ L. (fignis terminorum p\ q\ rj in aequatione conftruerida pro- 

n , np 

be obfervatis) affirmativa obvenerit: fecus age GA ad alteras partes pun&i 
G, 8c ad pundtum A eredto perpendiculo AY, inter hoc & circulum PBE 
fupenus deferiptum inferibe lineam EY aequalem termino p, ea lege ut haec 
inlcripta convergat ad pun&um G. Quo fafto Sc produfta illa EY ad G, 
erit linea EG una ex radicibus aequationis conftruendae. Quae quidem radi¬ 
ces affirmativae funt ubi pundtum E cadit inter pun&a G & Y, 6c negativas 

ubi E cadit extra, fi modo habeatur-+-p j 6c contra fi- p. 

Demonftrationi hujus conftrudtionis praemittimus lemmata fequcncia. 

LEMMA I. 

XXXV. Demiffo ad AG perpendiculo EF , £5? alta retta EC , eft EGq+. GCq 
=: ECq -4- zCGF. 

Nam, per Prop. n. lib. II. Elem eft E Gq se: ECq -4-GCg-+-iGCF. 
Addatur utrinque GCq & fiet EG^h-GC^ zz: ECq 2 GCq 2GCF. 
Sed 2GCg-+-*GCF eft iGC in GC-+-CF id eft 2CGF. Ergo EG<J 
GCg ss ECg -4-2.CGF. Q. E. D. 

LEMMA II. 

XXXVI. In conftruttioms cafu primo , ubi circulus PBE tranftt per punitum 
£% D, «/ EGq .— GDq = 1CGF. 

Nam per Lemma primum , eft EGq-^GCq -— EC<j-t-iCGF, & ablato 

utrinque GC g, fit EG7 zz ECq -GCg-t-iCGF. Sed ECq - GCq 

idem eft quod CDg- GCq , hoc eft idem quod GDg. Ergo LG^ zz GOq 

^_2CGF, 2 c fubdudto utrobique GD<] , fit EGq -GDg zZ iCGF> 

Q. E. P* 
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XXXVII. In conjlrudionis cafu Jtcundo , ubi circulus PBE non tranHt ter T>h Y 
fundum D , eft F.Gq GDq zz iCGF. J r ' 

Namque in Lemmate primo erat EGq-t-GCq = F.Cq-t-iCGF Aufer 
utrinque ECq & fiet EGq-r- GCq — ECq — iCGF. Sed GC == DH 

®c EC sCPs GH: ergo GCq-ECq = DHq-GHq =5 GDq 

atque adeo EGq-t-GDq 33 iCGF. Q. E. D. *' 

LEMMA IV. 

XXXVIII. EJl iCGPin GT s zCG in AGE. 

Namque, ob fimilia triangula GEF, GYA, eft GF ad GE ut AG ad 
GY i hoc eft (per Prop. 1. lib. VI. Elcm.) ut zCG. AG ad iCG . GY. 
Ducantur extrema & media in fe, & fiet iCG. GY. GF ss iCG AG GE 
Q. E. D. 

^ XXXIX. Tandem ope horum Lemmatum conjlrudic Problematis fic imonflra- 

In cafu primo tR (per Lem. 2 .) EGq-GDq = iCGF, & duftis orn- Tab. IX. 

mbus in GY fitEGq .GV-GDq. GY ss iCGF . GY (hoc eft perFifr*- 

4 ) 55 iCG . AGE. Pro GY feribe EG-kEY, & fiet 
EG cub. -r-EY .EGq-GDq.EG — GDq.EY = aCGA.EG, feu 

EG cub. + EY . EGq — A . EG _ GDq . EY s= o. 

XL. In cafu fecundo eft (per Lem. BGq-+- GDq = iCGF ,& duftis Tab. x. 
omnibus in GY fit EGq. GY + GDq. GY =3 iCGF . GY (hoc eft per Fi «- *• 

4 V ) = pS G f.^ GE - Pro GY fcribc EG-kEY, & fiet 
EG cub. EY . EGq -1- GDq . EG -a- GDq . EY ss iCGA . EG feu 

EG cub.+ EY.EGqJ^ G c ®? A , EG+ GDq . EY =; o. 

Jam vero erat EG radix tequationis conftruftse di&a x-, item GD S3 V —• 

P 

E\ p ; iCG zz n > & GA ~-^5 id eft in cafu primo ubi 

terminorum p £c r diverfa funt flgna: at in cafu fecundo ubi alterutrius/» 


vel r mutatur lignum flet. 


q r 

“ ■+■ ^ ^ GA. Scribantur igitur pro EGj 


GD } EY ; aCGj & GA; quantitates x ; V ' — > p, n-, & — +1 —; & 

c afu primo flet ^ i ^ 

r 




+px x 


p 


-*• — 


- r ^ 0 , id 


eft, V-+-px* gx—. r — oi 


//. 


cafu autem fecundo 
ii 


X’ 
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r 

x’ -+-P X ‘ ‘ i + r ao ,ideJ, xi+pxx+qx+r p! 

+ g_- 

EU igitur in utroque cafu EG vera longitudo radicis x. Q. E. D. 

XLI. Subdiftinguitur autem cafus uterque in cafus plurcs particulares: 
Nimirum prior in hofcc 

x 1 -i-px*-t-qx - r ^ o, * J -4 -pxx - qx - r ^ o| 

* 3 - pxx-i-qx-*-r :=? o, 

x 3 - pxx -^+r =j o, 

x 3 -*-px*—r :=: o, & x 3 -pxx-t-r ^ c; 

pofterior in hofce 

x*-*-pxx+qx-br zz o, x 3 -4-pxx- qx-\-r zn o,' 

x 3 - pxx^qx -r ^ o, x 5 -pxx- qx - r s o t 

x 3 -*-pxx-*-r ~ o , & x 3 —pxx- r ^ o. 

Quorum omnium demonftratiooes verbis iifdem ac duorum jam demondra** 
torum, mutato tantum linearum litu, compinguntur. 

Hx funt problematum conftrudioncs praecipuae per inlcriptionem redae 
longitudine datx inter circulum 6c redam lineam politione datam , ea lege 
ut inferipta ad datum pundum convergat. Infcribitur autem talis reda du¬ 
cendo conchoidem veterum, cujus polus fit pundum illud ad quod redla in- 
feribenda debet convergere, regula feu afymptoqps reda altera politione da¬ 
ta, & intervallum longitudo redx infcribendx. Secabit enim hxc conchoi- 
des circulum praefatum in pundo E, per quod reda inferibenda duci de¬ 
bet. Suffecerit vero' in rebus pradicis redam illam inter circulum 6c alte¬ 
ram politione datam redam ratione quacunque mechanica interponere. 

XLI1. In hifce autem conllrudionibus notandum eft quod quantitas n , 
ubique indeterminata & ad arbitrium afiumenda relinquitur, id adeo ut fin- 
.guiis problematis conflrudiones commodius aptentur. Hujus rei exempla 
in invenrione duarum medie propoytiqnalium, & anguli trifedione dabimus» 
XL 1 IT. Invenienda Jint inter a & b dua medie proportionales x 8c y. Quo¬ 
niam lunt a.x .y .b continue proportionales , erit aa ad xx ut x ad £, adeo- 

que x J zz aab , feu x 3 - aab n? o. Hic defunt aequationis termini p Sc q? 

Tab. X. 6c loco rermim r habetur - aab. Igitur in conllrudionum formula pri- 

y ° z ‘ ma i ubi reda EY ad datum pundum K convergens inferitur inter al» aS 

duas politione datas redas EX & YC, Sc feda CX ponitur aequalis jj» 
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id eft, aqualis , afliimo n aequalem tf, & fle fit CX squalis- b . 

Unde talis emergit conftrudio. 

Duco quamvis KA squalem a , eamque bifeco in C , centroque K, in¬ 
tervallo KC, deferibo circulum CX, ad quem apto redam CX squalem b , 

8 c inter redas AX, CX infinite produdas pono EY squalem CA , Se con¬ 
vergentem ad purtdum K. Sic erunt KA, XY, KE, CX, continue pro¬ 
portionales, id eft XY & KE dus medie proportionales inter $c b . Con¬ 
ftrudio nota eft. 

In altera autem conftrudionum formula ubi reda EY ad datum pun- J a T b ' Ix * 
dum G convergens ponitur inter circulum GECX Sc redam AK, eftque 11 *' 7 * 

CX z=i id eft (in hoc problemate) ^ , pono ut prius n zz a; 

$C fic fit CX S b , ccteraque peraguntur ut fcquitur. 

Duco redam quamvis KA squalam a, eamque bifcco in C; Sc centro A, x 
intervallo AK, defefido circulum KG ad quem apto redam KG squalem Fig. 3 ! ’ 
2.3, conftituendo triangulum squicrurum AKG. Deinde per punda C; 

K; Gi circulum deferibo &c inter hujus perimetrum 6 c redam produ- 
dam AK inferibo redam EY squalem KC, & convergentem ad pun- 

dum G. Quo fado continue proportionales erunt AK; EC; KY j —KG; 

id eft EC & KY dus medie proportionales erunt inter datas a Sc b. 

XL1V. Secandus jam fit angulus in partes tres aquales. Sitque angulus fc- Tab. X. 
c an dus ACB , partes ejus invenienda ACD 3 DCE ; LCB. Fig. 4, 

Centro C, intervallo CA, deferibatur circulus ADEB fecans redas CA; 

CD; CE; CB; in A; D; E; B Jungantur AD; DE 3 EB; ut & AB 
fecans redas CD; CE; in F; & H ; ipii CE parallela agatur DG oc¬ 
currens AB in G.' Ob fimilia triangula CAD; ADF; DFG; continue 
proportionales funt CA; ADj DF; FG. Ergo fi dicatur AC er* 5 6c 

AD a x ■, fiet DF a“|tFGs Eft autem AB ss BH-t-HG 
a aa 

-f-FA — GF 3 AD — GF 7x -—. Dic AB zz b\ Sc fiet 

aa 

b zz $x —— , feu, x'—yiax -f- a ab 0 . 

^lic dceft squationis terminus fecundus^, Sc loco q 6 c r habentur—— 3 aa 
Sc aa^. Ergo in conftrudionum formula prima ubi erat p — o ;KA zn n-, 

~ n * ^ ~ ^5 id eft in problemate jam conftruendo, KB *=: 

* ~ 5 & CX :=3 ~ > ut hs quantitates evadant quam fimpliciflims, 

Pono » - & fic fit KB s — 3 *; & CX « 3. Unde talis emergit 

problematis confiruttio. 

* • * Ii z Ago 
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Fig. 4- 
& 5- 


Tab. X. 
Fig. 6. 
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Ago quamvis KA :=: a y & ad contrarias partes KB :=: 3*. Bifcco BA 
in C, centroque K, intervallo KC, deferibo circulum, cui interibo redam 
CX 33 b . Et ada reda AX, inter ipfam infinite produdam & redam 
CX , pono redam EY aequalem AC, & convergentem ad pundum K. Sic 
fit XY 33 x. Quinetiam ob aequales circulos ADEB; CXA •, & aequales 
fubtenfas AB; CX; nec non aequales fubtcnfarum partes BH; XY; aequales 
erunt anguli ACB; CKX; ut anguli BCH; XKY, atque adeo anguli 
CKX tertia pars erit angulus XKY. Dati igitur cujusvis anguli CKX pars 
tertia XKY invenietur, ponendo inter chordas CX; AX infinite produdas 
redam EY aequalem diametro AC; & convergentem ad circuli centrum K. 

Hinc fi a circuli centro K ad fubtenfam CX demittas perpendiculum KH, 
erit angulus HKY tertia pars anguli HKX, adeo ut fi detur quilibet an¬ 
gulus HKX, inveniri poflit ejus pars tertia HKY ..demittendo a quolibet 
lateris utriufvis KX pundo X ad latus alterum KH perpendiculum XH, 
& lateri KH ducendo *parallelam XE, dein redam YE duplam ipfius KX, 
& convergentem ad pundum K ponendo inter redas XH & XE. 

VelJic. Detur angulus quilibet AXK. Ad latus alterutrum AX erigatur 
perpendiculum XH, & a lateris alterius XK pundo quovis K agatur reda 
KE cujus pars YE interjacens lateri AX produdo, & ejus perpendiculo 
XH, fit dupla lateris XK,Sc erit angulus KEA tertia pars anguli dati AXK. 
Turfi rurfus er edo perpendiculo EZ, & ada KF cujus pars ZF inrcr EF & 
EZ fit dupla ipfius KE, fiet angulus KFA tertia pars anguli KEA, & 
fic pergitur per continuam anguli trifedionem in infinitum. Ex dat autem 
hsec trifedio apud Pappum , lib . 4. Prop 32. 

XLV. §uod fi angulum per alteram conftruttiontim formulam , ubi retta inter 
aliam reblam circulum ponenda ejl , trifariam dividere malueris: Hic etiam 

a f 

erunt KB 33 ~» & CX 33 id cft, in problemate dc quo nunc agi- 

VetaU*, 

n nn 


k ~ a ; fiet 


Tab. X. 
Fig. 7 . 


Fig. 4* 
& 7. 


Lemma 

Archim. 8, 


mus, KB 33 -& CX =3 — i adeoque ponendo 

9 n nn 

KB 33 -30, & CX 33 b. Et inde talis emerget conjlruttio. 

A pundo quovis K ducantur ad eafdcm partes reda: duas KA a\ & 
KB 33 3 a . Bifeca AB in C, centroque A, intervallo AC , deferibe cir¬ 
culum. Ineo pone redam CX 33 b. Junge AX, & jundam produc, 
donec ea iterum fecet circulum jam deferiptum in G. Tum inter hunc circu¬ 
lum & redam KC infinite produdam, pone redam EY «qualem redae AC, 
& convergentem ad pundum G, & ada reda EC erit longitudo quaefita X, 
qua tertia pars anguli dati fubtenditur. 

Talis conftrudio confequitur formulam fuperius allatam ,qu« tamen fic eva¬ 
det concinnior. Ob «quales circulos ADEB; &KXG, & aequales fubten¬ 
fas CX & AB, aequales funt anguli CAX , five KAG; & ACB, adeo¬ 
que CE fubtenla cft tertiae partis anguli KAG. Quare dato quovis angulo 
KAG, ut ejus inveniatur pars tertia CAE, pone inter circulum KGC, & 
anguli latus KA infinite produdum redam EY aequalem circuli femidiame* 
tro AG, & convergentem ad pundum G. Sic docuit Archimedes angulum 

• tri* 
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trifariam fecare. Eaedem conftrudtiones facilius explicari poflent quam hic 
fa&um eft j fed in his volui oftenderc quomodo ex generalibus problema¬ 
tum conflru&ionibus fuperius expolitis, conftrudHones fimpliciffimas pjfrti* 
eularium problematum derivare liceat. 

XLVI. Prster conftrudhiones hic expolitas adjungere liceret quampluri- Tab. X. 
mas. Ut fi inter a b invenienda cjfent dua medie proportionales. Age quam- Eg 8 - 
vis AK & huic perpendicularem AB su a. BifecaAKinI, & in 

eadem AK, fubtenfs B 1 aequalem pone AH5 ut & in linea AB produdta 
fubtenfs BH squalem AC. Tum in linea AK ad alteras partes pundti A 
cape AD cujufvis longitudinis, & huic squalem DE, centrifque D fle 
E, intervallis DB> ECj deferibe circulos duos BF, CG, 6c inter eos pone 
redUm FG squalem redts AI, & convergentem ad pundtum. A, Sc erit AF 
prima duarum medie proportionalium quas invenire oportuit. 

Docuerunt Veteres inventionem duarum medie proportionalium per cij - 
/'oidem * fed lines hujus defcriptioncm commodam manualem nemo, quod 
fcio, appofuit. Sit AG diameter & F centrum circuli ad quem cijfois per- Tab. X. 
t »ner. Ad pundtum F erigatur normalis ED, eaque producatur in infini- Fig. 9. 
tum. Et producatur F G ad P, ut FP squalis lit circuli diametro. Mo¬ 
veatur norma redtangula PED ea lege ut crus ejus EP perpetuo tranfeat 
per pundtum P, & crus alterum ED circuli diametro AG feu FP squa¬ 
le ) termino fuo D tangat lemper lineam FD, & cruris hujus medium pun- 
ftum C deferibet cijfoidem defideratam GCK ut fupra expofui. Quare fi pag.itf. 
inter duas quafvis a & b inveniends fint dus medis proportionales, cape Tom. I. 
AM erige perpendiculum MN b. Junge AN 5 & lege prsfata 

moveatur norma PED, ufque.dum pundtum ejus C incidat in redtam AN. 

Tum demiflo ad AP perpendiculo CB, cape / ad BH , & u ad BG, ut cft 
MN ad BCjlk: ob continue proportionales AB, BH, BG, BC erunt 
etiam continue proportionales a , /, «t/, b. 

XLVII. Simili norma applicatione ccnjlrui fojfunt etiam alia problemata fi- 
hdg. Verbi gratia proponatur squatio cubica 


a: 1 ±T fxx -4- qx - r ^ o : 

ubi q femper affirmativum fit, r negativum, 6c p figni utriufvis. Fac 

AG eamque bifcca in F, & cape FR GL ^ — p , idque verfus 

A fi habeatur-4-p, aliter verfus P. Erige infuper ncrmalcm FD, inque ea 
cape FQ^ ~ y/q , huic etiam erige normalem QC. In norma* aurem cru- 
ce ED, cape ED & EC ipfis AG & AR squales rcfpcftivc, & applicetur 
deinceps norma ad fchcma, fi c ut pundhim ejus D tangat redtam FD, 6c 
Pundtum C redtam QC, tum fi compleatur parallelogrammum BQj erit 
LB squationis radix qusfita x. 

XLVIII. Hadtenus condtrudtionem folidorum problematum per operatio¬ 
nes, quarum praxis manualis maxitne fimplex eft & expedita, exponere vifum 
luit. Sic Veteres poftquam confedtionem horum problematum per compo- 
htionem locorum folidorum aflccuti fuerant, fentientes cjufmodi conftru- 

Ii 5 
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ftiones ob difficilem conicarum Tectionum defcriptionem inutiles die, quse- 
rebant conftru&iones faciliores per conchoidem , cifloidem , extenfionem fi- 
lon»m Sc figurarum adaptiones quafomque mechanicas : praelata mechanica 
utilitate inutili fpeculationi geometricas, ut ex Pappo difeimus, Sic magnus 
ille Archimedes trife&ionem anguli per coni fe&ioncs a fuperioribus geome¬ 
tris expofitam neglexit, & in Lemmatis Tuis angulum modo*a nobis fupe- 
rius expolito trifariam fecare docuit. Veteres problemata per figuras ea 
tempeltate in Geometriam non receptas conftruerc maluerint, quanto ma¬ 
gis prae ferenda: nunc funt illae figura:, in Geometriam aeque ac ipfse coni 
feSHones a plcrifque recepta:. 

XLIX. Verum tamen novo huic Geometrarum generi haud aftentior, 
qui figuras hafcc omnes in Geometriam recipiunt. Eorum regula admit¬ 
tendi lineas omnes ad conftru&ionem problematum eo ordine, quo xquatio- 
nes, quibus lineae illae definiuntur, numero dimenfionum alcendunt, arbi¬ 
traria ell, & in GeomeVia fundamentum non habet. Imo falla eft, prop- 
terea quod circulus hac lege cum coni fc&ionibus conjungendus efiet, quem 
tamen Geometrae omnes cum linea re£ta conjungunt. Vacillante autem 
hac regula tollitur fundamentum*admittendi certo ordine lineas omnes ana- 
lyticasin Geometriam. In Geometriam planam , meo quidem judicio, li¬ 
neas nullae, praeter rediam Sc circulum, admitti debenti nili forte linea¬ 
rum diftin&io aliqua prius excogitetur , qua linea circularis conjungatur 
cum re&a , &: a reliquis omnibus fegregetur. Quinimo ne tum quidem au¬ 
genda eft Geometria plana numero linearum. Nam, figurae omnes funt 
plana: quae admittuntur in Geometriam planam , id efl; quas Geometrae po- 
ftulent in plano deferibere. Et problema omne planum cft, quod per figu¬ 
ras planas conftrui poteft. Sic igitur admiffis in Geometriam planam coni¬ 
cis fe&ionibus, aliilque magis compofitis figuris, problemata omnia folida 
6 c plus quam folida, quae per has figuras conftrui poliunt, evadent plana. 
Sunt autem problemata omnia plana ejufdcm ordinis. Linea reSta analyti- 
cc fimplicior eft quam circulus; hoc non obftante ; problemata cjufdem 
funt ordinis quae per re£bns folas, Sc quae per circulos conftrtruntur. Solis 
poftulatis reducitur circulus ad eundem ordinem cum re< 5 ta. Et multo magis 
ellipfis, quae minus differt a circulo quam circulus aredta ,poftulando comfimi- 
• liter defcriptionem ejus in plano, reduceretur ad eundem ordinem cum circulo. 
Siquis fpeculando ellipfin , incideret in problema aliquod folidum, Sc ipfum 
beneficio ejufdem ellipfeos Sc circuli confttueret; hoc problema jam pro 
plano habendum effiet, co quod ellipfis jam ante in plano deferipta haberi 
fupponitur, Sc conftruftio omnis, quae fupereft, abfolvitur per circuli fo- 
lius defcriptionem. Eadem dc caufa problemata quaevis plana per datam 
Tao. XI.ellipfin conftrucre licitum eft. Verbi gratia fi data: ellipfeos ADFG re- 
Fig- quireretur centrum O, ducerem parallelas duas AB ; CD ellipfi occurren¬ 
tes in A; B j C; D; aliafque duas EF GH ellipfi occurrentes in Ei 
F i G; H. Has bilccarcm in I; K; L; M; Sc jun&as 1 K; LM ; pro¬ 
ducerem ufque ad concurfum fuum in O. Legitima cft ha:c conftrudtio 
plani problematis per ellipfin. Nil refert quod ellipfis analyiice definia¬ 
tur per tequationem duarum dimenfionum. Nil quod ellipfis geometri^ 
• * g c ' 
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generetur fe&ione figuras fol id se. Hypothefis fola, quod ellipfis jam de- 
fcripta habetur in plano, problemata omnia folida per ipfam conftru&a re- 
ducit ad ordinem planorum, efficitque ut plana omnia per ipfam legitime 
conftruantur. Et eadem eft ratio poftulatk Quod vi poftulatorum fieri 
potefi, ut jam fa<fium Sc datum aflumere conceffum dt. Poftulctur igi¬ 
tur ellipfin irr plano deferibere, & ad ordinem planorum problematum re¬ 
ducentur ea omnia quae per ellipfin conflrui pofTiint, planaque omnia per 
ellipfin licebit confliruere. * 

L. Necefic efl igitur aut problemata plana & folida inter fe confundi, 
aut lineas omnes rejici e Geometria plana, praeter re£hm & circulum, &: 
fiqua forfan alia detur aliquando in fiatu conftruendi alicujus problematis. 
Verum genera problematum confundi nemo certe permiferit. Rejiciantur 
igitur e Geometria plana fe&iones conicae, aliscque figurae omnespraeter 
re&am & circulum , Sc quas contigerit in itatu problematum dari. Alie¬ 
nas furtt igitur a Geometria deferiptiones illic omnes conicarum fectionum 
in plano, quibus hodierni Geometras tantopere indulgent. Nec tamen ideo 
coni fc&iones c Geometria rejiciendas erunt. Has in plano non deferibun- 
tur geometrice, generantur vero in folidi geometrici fuperneie plana. Co¬ 
nus confiituitur geometrice, 8c plano geometrico fecatur. Tale coni feg- 
mentum figura geometrica efl, eundemque habet locum in Geometria fo¬ 
lida, ac fegmentum circuli in plana> & hae ratione baflsejus, quam coni 
fe&ionem vocant, figura gcometrica.efi. Locum igitur habet coni fc&io* 
in Geometria, quatenus ea fuperficies efi: folidi geometrici. Alia autem nul¬ 
la ratione geometrice, quam folidi fc&ione generatur, & ideo non nifi in. 
Geometriam folidam antiquitus.adniifia fuit. Talis autem conicarum fe&io- 
num generatio, difficilis elt, & in rebus pra&icis, quibus Geometria potiffi- 
mum infervire debet, prorfus inutilis. Ideo Veteres fc ad varias figurarum 
in jflano deferiptiones mechanicas receperunt, Sc nos ad eoruA exemplar 
conftru&iones praecedentes concinnavimus. Sunto confiru&ioncs 'illx me¬ 
chanicae : fic & conftru&ioncs per coni fe&iones in plano (ut jam moris cfi) 
deferiptas mechanicas funt. Sunto confiru&iones per datas coni fccfcioncs. 
geometrica:: lic & conftru&iones per alias quafcunquc figuras datas geome¬ 
tricae funt, & ejufJem oTdinis cum conftrudionibua planorum problema¬ 
tum. Nulla ratione prasferendx funt in Geometria iedHones conicas figu¬ 
ris aliis*, nifi quatenus illas a fc&ionc coni, praxi ad folutionem problema¬ 
tum prorfus inutili, derivantur. Verum tamen nc confiru&iones per coni¬ 
cas fe£tiones omnino prniteream, vilum fuit aliqua de.his. fubjungere, ia. 
quibus etiam praxi manuali non incommode confulatur. 

* JLI. Conicarum fe&ionum fimpliciffima efi cliipjls. Hx.c notior eft, & 
circulo magis affinis, St praxi manuali facilius deferibitur in plano. Para¬ 
bolam prasterunt plerique ob fimpliciratem sequationis per quam ea exprimi¬ 
tur. Verum hac ratione parabola ipfo ctiam circulo praeferenda effit , con- 
tra quam fir. Falfa efi igitur argumentatio a fimplicLcate .aequationum. 
•Aquationum fpcculationi nimium indulgent hodicini Gcoraetrx. Harum 
fimplicitas efi coniiderationis analytie*. Nos in compofitione verfamur, Sc 
Compofitioni leges danda: non funt ex analyii. Manu ducit ana ly. fis ad com- 

po- 



Tab. XI. 
V\g. 2. 


if 6 AUCTORIS APPENDIX DE JEQUATIONUM 

politionem : fed compofitionon prius vere conficitur quam liberatur ab omni 
analyfi. Infit compofitioni vel minimum analyfeos, & compofitionem ve¬ 
ram nondum aflecutus es. Compofitio in fe perfeda eft & a mixtura fpe- 
culationum analyticarum abhorret. Pendet figurarum (implicitas a (impli¬ 
citate gencfeos & idearum , & «quatio non eft fed deferiptio (five geo¬ 
metrica five mechanica) qua figura generatur & redditur conceptu facilis. 
Ellipfi igitur primum locum tribuentes, docebimus jam quomodo aquatio¬ 
nes per ipfam conft ruere licet. 

LII. Proponatur aquatio qu<evis cubica 

x 3 33 pxx -+-qx-*-r , 

ubi p\ <r, 13 r datas terminorum aquationis coefficientes cum /ignis fuis &- 

fignificant, (3 alteruter terminorum p & q , vel etiam uterque deejfe poteft. Sic 
enim aquationum omnium cubicarum conftru&iones una illa operatione 
quae fequitur, exhibebimus. 

A pundo B in reda quavis data cape duas qualcunque redas BC, BE 
ad cafdem partes; ut & inter ipfas mediam proportionalem BD. Et BC 

dida», cape etiam in eadem reda BA 33 — , idque verfus pundum C (i 

habeatur_ q , aliter ad partes contrarias. Ad pundum A erige perpendi¬ 

culum AI, inque eo cape AF aequalem p , FG «qualem AF j FI «qualem 

JL. & FH in ratione ad FI ut eft BC ad BE. FH vero & FI capiendae 

funt ad partes pundi F verfus G (i termini p & r habent eadem figna, ali¬ 
ter ad partes verfus A. Compleantur parallelogramma IACK & HAEL, 
centroquc K., & intervallo KG deferibatur circulus. Tum in linea HL 
capiatur ad utramvis partem pundi H longitudo HR, qu« fit ad HL ut 
BD ad BE. Agatur GR fecans EL in S, & moveatur linea GRS pundo 
ejus R fu per linea HL, & pundo S fuper linea EL incedente, donec ter¬ 
tium eius pundum G defcnbendo ellipfin, occurrat circulo, quemadmo¬ 
dum videre eft in pofitione yp. Nam dimidium perpendiculi yX ab oc- 
curfus illius pundo y in redam A E demifii erit radix aequationis. Poteft 
au tem regulx GRS vel yp terminus G vel y, circulo in tot pundis occurrere 
quot funt poflibiles radices. Et e radicibus hae funt affirmativae qu« cadunt 
ad eas partes redx AE ad quas reda FI ducitur a pundo F , & illae nega¬ 
tiva qu« cadunt ad contrarias partes lineae AE, fi modo habeatur r : & 
contra fi habeatur — r. # 

Demonjiratur autem haec conftrudio fubfidio Lemmatum fequentium. 
LEMMA I. 

LIII. Poftrs qua in fuperiore conftruRione , eft zCAX - AXq 35 yXq —" 

*Ai .yX+zAG .FI. 

Namque ex natura circuli eft Kyg — CXg, aequale quadrato ex yX— Al- 
«ed eft aequale Glg-f-ACg, & C Xq aequale quadrato cx AX-A°* 
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hoc eft at quale AXj— iCAX -t- A Cq , atque adeo horum differentia 

ylq-i-lL' A A AXq , xquatur quadraro ex yX AI, id eft ipfi 

2 ‘Vv v I? ‘ Aufe , ratu ''utrinque GIj, & manebunt squali» 

aCAX— AXj, & j-Xj -aAi.>X-^AIj-GIj. Verum Alofper 

"<!?• 4' #*• II- Elem -) «quale eft AGg^-aAGI-t-Grj, atque adeo AIj 


*—GIj aequale eft AGj-4-jAGI, hoc eft aequale 2AG in 

feu aequale 2AG .FI, & proinde iCAX -AXe, squale 

iX-4-2AG.FI. Q. E. D. 


— AG -+-GI 
2 * 

cii —2AI. 


LEMMA II. 

LIV . Pofitis qu* in fuptriore conftruftionc , eji zEJX - jfXq aquak 

iFI FH 

Xyq — Xy ^ lAG * FL 

Notum eft enim quod pundum y motu reguix y^ fuperius afiignato de- 
lcribit ellipfin, cujus centrum eft L, & axes duo cum redis LE & LH 
coincidunt, quorum qui in LE aequatur iy$ five iGR, & alter in LH 
«quatur iy, five iGS. Et horum ratio ad invicem ea eft qute linea: HR 
aa lineam HL, five linea: BD ad lineam BE. Unde latus transverfum eft 
ad latus redum principale ut BE ad BC, five ut FI ad FH. Quare cum 
yl ordinatim applicetur ad HL, erit ex natura ellipfcos GSg LT q 

«quale —Tj-g. Eft autem LT aequale AE-AX, & T y aequale 

X>-AH. Scribantur horum quadrata pro LTg & Tyq , Sc fiet GSg 

*-AEg-*-2EAX—- AXq ~ in Xyq - zAH.Xy+AHq. Eft 

jutem GSg-AEg aequale quadrato ex GH-i-LS, propterea quod GS 

hypotenufa eft trianguli redanguli cujus latera funt ipfis AE 5c GH-i-LS 
^qualia. Eft & (ob fimilia triangula RGHj RSL) LS ad GH ut LR ad 
HR, & componendo GH-+-Lb ad GH ut HL ad HR, & duplicando 
itiones, quadratum ex GH-i-LS, eft ad GHg ut HLf ad HKg, hoc eft 
(per conftrudioncm) ut BEg ad BDg, id eft ut BE ad BC, feu FI ad FH 

T7 T 9 

«dcoque quadratum cx GH LS squale eft GHj. Eft itaque 

GSq-AEj squale ~ GHj, atque adeo GHj-i-lEAX-AXjS 

Fi ■ Fr 

J^an Xyq — 2AH.Xj.-4.AHj. Auferatur utrinque j^GHj, & re- 

ft abit 1EAX - AXj =S in Xyq — ? 2AH . Xj. .4. AHj — GHj. 

p ft autem AH =5 AG-^ GH, adeoque AHj = AGj -a- 2AGH -+- GHj 
« lubdufto utrinque GHj, reftat AHj — GHj == AGj+iAGH, hoc 
Tm. II. *Kk eft 
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eft a iAG in ~AG -i- GH, feu sa iAG . FH, atque adeo eft zEAX 

— AXq ~ fk ' n Xyq —iAH.Xy+iAG . FH, id eft, ss |p[ X >9 

— AH.Xy4-1AG.FI. Q. E. D. 

LEMMA III. 


LV . Tifdem pofttis eft AX ad Xy - AG ut Xy ad iBC. 

Nam fi dc «qualibus in Lemmate fecundo fubducantur «qualia in Lemmate 

primo , reflabunt «qualia 2CE . AX 6c pq-p Xyg,-pqq AH . Xy .+. 2AI' 


.Xy. Ducatur pars utraque in FH , & fiet 2FH . CE. AX «quale HI 

.Xyg-2FI .AH . Xy-i- iAI . FH. Xy. Eft autem AI =3 AHh-HI, 

adeoque 2FI. AH 2FH.AI =3 2FI . AH-2FHA-2FHI. Sed 

iFI.AH-2FHA 33 2 AHI; & 2AHI- 2 FHI 33 2HI. AF. Ergo 

2FI . AH-2FH . AI 33 2HI . AF , adeoque 2FH . CE . AX 33 HI 

. Xyq -2HI. AF . Xy. Et inde HI ad FH ur zCE . AX ad Xyg -- 2AF 

. Xy. Sed, per conftru&ioncm, HI eft ad FH ut CE ad BC, atque adeo 

ut 2CE. AX ad iBC . AX> & proinde 2BC. AX & Xyq -2AF . Xy (per 

Prop. 9. lib. V. Elem.) erunt «qualia. Aequalium vero re£tangulorum pro¬ 
portionalia funt latera, AX ad Xy-2AF, id eft ad Xy-AG ut Xy 

ad 2BC. Q. E. D; 


LEMMA IV. 


LVI. lifdrn pofttis eft iFI ad AX - lAB ut Xy ad iBC. 

Nam de «qualibus in Lemmate tertia , nimirum iBC . AX 33 Xyg —2AF 

. Xy, fubducantur «qualia in Lemmate primo , & reflabunt «qualia-2AB 

. AX-*- AXg 33 2FI . Xy — 2AG . FI , hoc eft AX in AX_2AB 

33 2FI in Xy-AG. ALqualium vero re&angulorum proportionalia funr 

latera, 2FI ad AX-2AB ut AX ad Xy-AG, hoc eft (per Lemma 

tertium) ut Xy ad 2BC. Q. E. D.. 


LVII. Praftratis his Lemmatibus , conftruElio problematis fic tandem demon* 
ftratur. 

Per Lemma quartum eft Xy ad 2BC ut 2FI ad AX-2AB , hoc eft (per 

Prop. 1. lib. VT. Elem ) ut 2BC . 2FI ad 2BC (AX_2AB) , feu ad 

2BC . AX-iBC . 2AB. Sed per Lemma tertium eft AX ad Xy_2AF 

ut Xy ad 2BC, feu 2BC . AX 33 Xyg-2AF. Xy, adeoque Xy eft ad 

iBC ut 2BC . iFI ad Xyq 2AF . Xy 2BC . 2AB Et, du&is ex¬ 
tremis & medus in fe, fit Xy eu ft 2AF . Xyg—4BC . AB . Xy = 8BC$ 

^ddantur zAF . Xyg_- 4 - 4 JBC . AB . Xy , & fiet Xy cub- 

Erat autem in conftru&i° nC 
de- 


.FI. 


33 2AF . Xyg-^. 4 BC , AB . Xy-4-&BCg . FI. 


# 
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dcmonftranda , ~ Xy radix aequationis di<Sfca x j nec non AF BCs 

AB ^ t * & FI s ~i adeoque BC. AB — q. Et BC>. FI ss r* 
Quibus fubftitutis fiet x* s px 1 -+. -f- r. Q. E. D. 

COROLLARIUM. 

LVIII. Hinc fi AF & AB ponantur nulla, per Lemma tertium & quar¬ 
tum, fiet ili ad AX ut AX ad Xy Xy ad 2BC. Unde condat inven¬ 
tio duarum medie proportionalium interdatas quallibet FI & BC. 


S C H O L I U M. 

LIX. HaXenus aequationis cubicse confiruXionem per ellipfin folummo- 
do expofui ; fed regula fua natura generalior ed, fefe ad omnes coni ft ftio- 
nts indifferenter extendens. Nam fi loco ellipicos velis hyperbolam adhi¬ 
beri, cape lineas BC, BE ad contrarias partes punXi B, dein punXa A$ 

H > K ’ L > &R > determinentur ut ante, excepto tantum quod 
FH debet fumi ad partes ipfius F contra I, & quod HR non in linea HL, 
*ed in linea AI ad utramque partem punXi H capi debet, & vice reXse 
ORS dum alias rcXx a punXo L ad punXa duo R ; &: R hinc inde duci 
Pro nfymptotis hyperbolx. Cum iftis itaque afymtotis LRj LR deferibe 
hyperbolam per punXum G, ut & circulum centro K, intervallo KG; 
(k dimidia perpendiculorum ab. eorum intcrfiXionibus ad rcXam AEdcmif- 
lorum erunt radices xquarionis propofitx. Quae omnia, fignis -+- 6c —-t 
probe mutatis, demonftrantur ut prius. 

LX. Quod fi parabolam velis jidhiberi, abibit punXum E in infinitum, 
atque adeo nullibi capiendum erit, 5 c punXum H cum punXo F coincidcr, 
eritque parabola circa axem HL cum latere rcXo principali BC per purXa 
J? & A deferibenda, fito vertice ad partes punXi F ad quas punXum B 
fitum e fi: refpeXu punXi C. 

LXI. Si funt conitruXiones per parabolam, fi fimplicitatem analyticam 
ipcXes, fimpliciffimse omnium, ex per hyperbolam proximum locum ob¬ 
linent, & ultimum locum tenent qux per ellipfin abfolvunrur. Quod fi 
praxeos manualis in deferibendis figuris fpcXetur (implicitas, mutandus eft 
ordo. 

LXII. In hifcc autem conftrtrXionibus obfervandum venit quod propor- 
j^onc lateris rcXi principalis ad latus tranlverlum determinatur Ipecies ellip- 
leos & hyperbolx, & proportio illa eadem efi qux linearum BC & BE, 
a tque atque adeo a (Turni poteft. Parabolae vero Tpecies e(t unica, quam ar- 
tifex ponendo BE infinite longam afftquitur. Sic igitur penes artificem 
c |l xquationem quamcunque cubicam per conicam feXionem imperatx fpe- 
Cl ei eonftruere. A figuris autem 1 'pecie datis ad figuras magnitudine da- 
J as devenietur augendo vel diminuendo in ratione data lineas omnes qui- 
^Us figurx fpecie dabantur, atque ita xquationes omnes cubicas per da- 

Kk 2 tam 
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tam quamvis conicam fcclionem conllruere licebit. Id quod fic plenius 
explico. 

LXIII. Proponatur aquationem quamcunque cubicam 
x 3 ~ pxx. qx. r y 

ope data cujufcunquc feclionis conica conjlruere. 

Tab. XI. A pundo quovis B in reda quavis infinita BCE, capc duas quafcunque 
Lfi- 3 - 4 *longitudines BC* BE ad eafdem partes fi data coni fc^Stio fit ellipfis , ad 
contrarias fi ea fit hyperbola. Sit nutem BC ad BE ut datas fedionis la¬ 
tus redum principale ad latus tranfvcrfum, & BC nominata n. Cape BA 

•3 2 -, idque verfus C fi habeatur— q t aliter ad partes contrarias. Ad pun¬ 
dum A erige perpendiculum AI, inque eo cape AF aequalem jp, & FG 
aequalem AF> item FI tequalem Capiatur vero FI verius G fi termi¬ 
ni p & r habent eadem figna, aliter verfus A. I>ein fac ut fit FH ad Fi 
ut BC ad BE, & hanc FH cape a pundo F verfus I fi fedio fit ellipfis, 
aut ad partes contrarias fi ea fit hyperbola. Porro compleantur parallelo- 
gramma IACK Se HAEL, 8c hae omnes jam deferipree lineas transferan¬ 
tur ad datam fcdionem conicam, aut quod perinde eft, his fuperponatur 
curva, ita ut axis ejus, five transverfa diameter principalis, conveniat cum 
reda LH & centrum cum pundo L. His ita conftitutis agatur reda KL, 
ut & reda GL fecans conicam fedionem in g. In LK cape L£ quae fic 
ad LK ut Lg ad LG, centroque k & intervallo kg deferibe circulum. A 
pundis ubi hTc fecuerit curvam impofitam demitte perpendicula ad lineam 
LH , cujufmodi fit }<T. Denique verfus y , cape T Y quae fit ad Ty ut LG ad 

8 c haec TY produda fecet redam AB in X y erit que reda i-XY una 

ex radicibus aequationis. Sunt autem radiecs affirmativae quae jacent ad par¬ 
tes redae AB ad quas reda FI jacet a pundo F, & negativae quae jacent 
ad contrarias partes fi modo habeatur -f-**» & contra fi- r obvenerit. 

LXIV. Hoc modo conftruuntur aequationes cubicx per ellipfcs & hy^ 
perbolas datas. Quod fi detur parabola, capienda eft BC aequalis lateri 
redo ipfius. Dein pundis A-, F, G, I & K inventis ut ante, centro K 
intervallo KG deferibendus eft circulus, & parabola ita applicanda ad fche- 
ma jam deferiptum (aut fchema ad parabolam) ut ipfa tranfeat per punda 
A & G, & axis ejus ipli AC parallelus per pundum F, cadente vertice 
ad partes pundi illius F ad quas pundum B cadit a pundb C. His ita con- 
ftitutis, fi perpendicula ab ejus occurfibus cum circulo demittantur adii* 
neam BC, eorum dimidia erunt radices aequationis conftruendae. 

LXV. Et notes quod ubi fecundus aequationis terminus deeft, & latus 
redum parabolae ponitur numerus binarius, haec conftrudio evadet eadem 
cum illa quam Cartcfius attulit in Geometria fua, prseterquam quod linea: 
menta hic funt illorum duplicia. 

H** 
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Hxc eft conftrudionum regula generalis. Verum ubi problemata parti¬ 
cularia proponuntur, confulendum eft conftrudionum formulis fimpliciffi- 
mis. Libera enim manet quantitas n , cujus aflumptione conftrudio plerum¬ 
que fimplicior reddi poteft. Ejus rei exemplum unum fubjungo. 

LX VI Detur ellipfis, & inter datas lineas * & b inveniendi fint dux 

raedix proportionales. Sit earum prima at , & a. x. X ~ . b erunt continue 

CL 

proportionales, adeoque ab 7=i — , feu x' aab xquatio eft quam con- 
ftruere oportet. Hic defunt termini p, & q , & terminus / eft aab, adeo¬ 
que BA & AF nullx funt, & FI eft —. Ut terminus novifiimus evadat 

fimplicior aflumatur n x: a } & fiet FI«cs b . Deinde conftrudio ita fc ha¬ 
bebit. 

A pundo quovis A in reda quavis infinita A E cape AC x: a, & ad eaf- Tab 
dem partes pundi A cape AC ad AE ut eft ellipfeos latus redum principale Fi S- 
ad latus tranfverfum. Tum in perpendiculo AI cape AI ss b 9 Sc AH ad 
AI ut eft AC ad AE. Compleantur paraltelogramma IACK, HAEL. 
Jungantur LA, LK, Huic fchemati imponatur ellipfis data. Secet ca re¬ 
dam AL in pundo g. Fiat L* ad LK ut Lg ad LA. Centro k intervallo 
kg deferibatur circulus .fecans cllipfin in y. Ad AE demittatur perpendicu¬ 
lum fecans HL in T, & producatur id ad Y ut fit TY ad T y ficut 

LA ad Lg. Sic fiet ^-XY prima duarum medie proportionalium *. Q.E.L 


Kk 3 
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AUCTORIS APPENDICEM 


*De aquationum tonjlruttione lineari . 


I. TJ^oblema, quod per aequationem folvitur, eft aut geometricum , aut 
u arithmeticum ; id eft vel quaeritur quomodo determinari debeat (itus 
pundii 5 pofitio & magnitudo redas , &c., problema folventisj vel quaeri¬ 
tur numerus qui problemati refpondcat. (Vide N" i(5..ip pag. 15*4. To¬ 
mi I.). 

Ad arithmeticam pertinent problem. I. pag. 15T. II. pag. Tfd.XI. pag. 
171. Tomi I. Reliqua per fe geometrica funt; fed fieri poliunt arithmetica , 
fi data fuerint per numeros determinata, 

Sed exemplum luculentum defumemus ab anguli trifedione. Aequatio¬ 
nem pro hoc problemate jam invenit nofter , ut monuimus, probi, geom. 
XXIX. pag. 236. Tomi I. & alip pado reperit N°. XLIV. hujus Appen* 
dicis pag. Zfi. nempe, dido radio zz a fubtenfa arcus trifecandi zz b? 
& quselita fubfenfa terti» partis zz x, 

- ^aax + aab zz o 


Hoc problema geometricum eft, fi detur circulus Sc arcus geometrice j 
arithmeticum fi per numeros detur radius circuli & fubtenfa arcus trifecan- 

di, atque horum ratio5 quod, ex. gr., fit b zZ — unde pro a poni poflit 

unitas, & asquatio fieret 

, i 

x 5 — 5.V4- ~ zzo. 


z. Problemata revocari pofiunt ad arithmeticam quando datorum ratio nu- 
merica aut data eft aut poteft inveniri. 

3. Sed problemata geometrica compleduntur ea , quas ad arithmeticam 
revocari pofiunt, & ea quas non pofiunt, five quia datorum ratio numerica 
uon eft, quando nempe ea funt incommcnfurabilia, ut fi in exemplo, eflet 
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b Z2 a\f$ i vel ratio cognofci nequit, ut fi e fiet fubtenfa arcus trifecandi 
tertia proportionalis poft peripheriam 6c diametrum, five quia ratio cogno¬ 
fci quidem poteft, tamen nota non eft. 6 

4. Problemata geometrica necefiario conftru&ionem flagitant, ut dici 
pofiint foluta. 

f. Problemata arithmetica aut habent aequationem cujus radices accu¬ 
rate determinari poflunt, aut fecus. Ad primum genus J pertinent omnes 
aquationes, quarum radices funt commcnfurabiles, & qua: determinari pof- 
funt vel per radicis extrattjonem, vel per inventionem Diviforum, vel per 
quamlibet aliam methodum. Ad fecundum pertinent non tantum aquatio¬ 
nes , quarum, radices inveniri nequeunt, fed etiam illae , quarum radices 
funt incomfnenfurabiles. Quaenam enim eft utilitas quantitatum Turdarum 
»n fcientiis pra&icis? Quaerit, ex. gr. s* Grave fande (Phyf. Eleni. math. lib. 
I. Cap. XXI. Scholio III. pag. 142. Tom. I. Edit. 1741.) minimam 
actionem totalem in mechanicis, & venit ad aequationem 

bx — b 

xx - zl o , 

in ea fit b s 6: erit 

xx s=i -3*-*- 5 i * ~ -i-j- ~ v^2i. 

Profc&o nihil adhuc fcirous, quia nota non eft V21. 

6. Tunc oportet ut aequatio folvatur per approximationem , id eft, ut va- 
lor quantitatis quaefitae vero proximus ita determinetur, ut error negligi 
Pofiit. Hic pracipua difficultas eft in figuris duabus vel tribus prioribus obtinendis 
ut monet nofter N°. I. pag. 257-. hujus j id eft in valore inveftigando, non 
quidem fatis accurato, fed qui facile corrigi pofiit & aptus reddi ad ufum. 
Hujusmodi eft 4 in Vz-i, qui facile corrigitur per arithmeticam decimalem* 
addendo nempe aliquot o t numero pari, ipfi 21, & extrahendo radicem 
latis accuratam pro re nata. 

7. Sed fxpe faepius res eft magis ardua. Tunc primse- figurae determi- 
Uaptur, vel per conjc&uram , ut HALLEJUS Addit, pag. 9. in exemplo, 
primum valorem quaefitas a ponit» 10, quartam radicem ultimi termini 
1 0000; vel per limites j vel alio quovis pa£bo$ fed aut primae figurae nimis 
*bfu-nt a vero, nec fine multis laboribus & ambagibus corrigi poffuor j au: 
*}°n fine multis laboribus & ambagibus primae figurse fatis vero proximas 
deteguntur. Vitantur haac incommoda per conftr ultionem aliquam , fcugeome¬ 
tricam , feu mechanicam (N°. h pag. 237. hujus), quae, determinatas praebet 
r cftas radicibus aequationis folvendae rcfpondentcs j hae aptantur fcalse o eo - 
f^etricae , id eft re&ae divifae in magnum partium perexiguarum numerum; 

radicum valor numericus vero proximus facile extunditur. 

8. Facile, inquam, nempe confiderando conftru&ionem ut jam pera&am j 

atque. 



C O M M E N T A R IV S 


t*4 

atque ideo a difficultatum cenfu excludendo ipfam difficultatem conftru- 
&ionis. Sed & hsec eft confideranda , quando non fufficit figuram habere 
pro deferipta, quin figura eft adu deferibenda. Dum enim ea deferibitur, 
mfumitur tempus & opera, quae fruftra perduntur quando idem vel brevio¬ 
re tempore vel opera minore poterat obtineri, & praeterea, quod pejus eft, 
augentur errores, quos nunquam manus & oculus vitare omnino poflunt, 
fanem ob inftrumentorum vitia. Ideo totum conftrudionum negotium vi¬ 
detur in duos cafus diftribuendum: aut enim quaeritur demonftratio theore¬ 
matis , & lineae ducendae funt qua: demonftrationcm fuppeditent, id eft in- 
ftituenda & praparatio ad demonftrationcm, «t. loqui folentj aut quaeritur 
folutio problematis, nempe regula qua propofitum live geometrice perficiatur, 
live qusefitum arithmetice determinetur, id eft proprie conjlruttn> eft pera- 

^^Quod peninet ad demonftrationem propojttionis, rede Veteres volue¬ 
runt ut ne adhiberentur problemata nondum iolura. Ideo EUCLIDES fta- 
tim ponit tria problemata, quibus opus habet ad prieparationem demonftra- 
tionis propof. 5. lib. 1., quam male nonnulli recentiores demonftrant bife- 
cando angulum quem duo latera aequalia conftituunt 5 nondum enim tiro 
fcit angulum bifecare: ideo etiam per tota elementa prudentiffimus audor 
theorematis ea mifcet problemata, quibus ufurus eft. Sed quia praeparatio 
non eft neceflario peragenda, quin potius fufficit fi perada concipiatur, dum 
ipfa demonftratio eft intelligenda, & tota mente comprehendenda,.ea vide¬ 
tur eligenda praeparatio, -qua: faciliorem fuppeditat demonftrationem ; ita 
ut non eo melior exiftimanda videatur prarparatio, quo fimplicior & faci¬ 
lior eft, fed quo brevior eft & facilior demonftratio, cui locum dat i quia 
nempe’in theoremate praecipuum locum occupat demonftratio, praeparatio 
autem accefloria eft, & demonftrationi inferviens. 

Fortafle fufficeret, fi geometra figurarum naturam & proprietates confi- 
derans, ea enumeraret, qua: poflunt effici, Sc eadem conciperet, vel fada 
poneret in praeparatione i velut redas, & circuli naturam expendens EU¬ 
CLIDES pronunciat, vel petit redam per duo punda duci, & ad arbi¬ 
trium femper produci pofie* ac circulum defcribl quovis centro & intervallo. 
Ubi eft obfervandum, contra falfam fententiam nonnullorum recentiorum , 
quin & veterum, docente PROCLO lib. 3. in primum Eucl. Elcm. lib- 
ad probi. 2., poftulatum hoc neceflario requirere ut centrum fit ipfum al¬ 
terum dati intervalli extremum. Sed ad rem. Eodem pado in Datorum 
libro confiderans EUCLIDES nonnulla dari & determinari ab eo, qui 
problema proponit, quae data per conventionem dici poflunt j hinc nonnulla 
neceflario data efle & determinata, quia nempe cum datis per conventionem 
neccflariam habent relationem , & qua: data per confequens appellari poflunt, 
quaenam ea edent dcmonftravit in Datorum libro, non tamen in illo libro 
oftendit quomodo revera & adu determinari pdflent, quod effeci fle videtur 
in deperdito Porismatutn libro. Ad hunc reftituendum non pauca colligWj 
coeperam , fcd cum audiviffem virum dodiflimum Robertum SIMSONUM 
rem perfccifle, & fua feripta rcliquifle, ab incepto deftiti, fperans & ro¬ 
sans ut tanti viri cogitationes in publicam lucem emittantur. Si igitur, fm c 
» ervo- 
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erroris timore, enumerarentur qua: fieri poffunr, ca liceret in freeparatione 
tanquam fada confiderare, & tunc boiia eflet demonftratio prop. f. lib. i. 
Eucl. ; quam afferunt recentiorcs per fuppofitam anguli bifidionem, quod 
pertinet ad angulos intra triangulum 5 non quod ad angulo» extra triangu¬ 
lum, quorum tamen aequalitate eget cafus unus prop. 7. lib. 1. 

10. Contra in problematis, praecipuus locus eil confirutlionisy conftmdio 
quaeritur , & adu eft peragenda;accedit demonftratio qua: eo tendit ut often- 
dat regulam efte certam ; ideo ea praeferenda eft conftrudio qux fimplicior 
eft '& facilior, non qux faciliorem demonftrationem fuppeditat. 

U. Quxnam vero eft conftrudio fimplicior & facilior? Hic confideran- 
dum puto primo linearum deferibendarum naturam, fecundo numerum. Linea, 
qux facilius adu defcribitur, praeferenda eft illi/qux difficilius deferibi- 
tur; eft enim deferiptionis facilitas , qiue lineam ad cor.flniUiones problematum 
prius admittendam ejfe indicat , ut optime nofter N J . III. pag. 257. hujus, 
facilitate deferiptionis eminent linea retia & circulus j ideo has jure praefe¬ 
runt Geometra:, & geometrica dumtaxat appellant problemata qux redis & 
circulis confiruuntur. Sunt quidem qui ajunt lineam rcdnm geometrice 
non deferibi, fed mechanice dderiptam efie in regula , fecundum quam du¬ 
citur > eodem pado deferibi pofie lineam quamvis, fi nempe ligneus afier- 
culus aut lamina c metallo in linex * deferibendx figuram circumcidatur. 
Sed primo, eadem regula, quantumvis brevi, linea reda duci poteft quam- 
tumvis longa; eodem typo non quanta libet curva deferibi poteft. Secun¬ 
do facile fabri lineam redam deferibunt dum regulas conficiunt j difficile re¬ 
liquas curvas. Siquis vero eas fatis accurate deferiptas habeat, uti poteft ad 
primas figuras arithmeticas extundendas. 

13. Poft lineam redam & circulum facillime deferibi poteft conchois, de 
qua fatis, nifi fallor, pag. 2fO. 251. Tom. I. ad prob. XXXIV. geo¬ 
metricorum, quod rede obfervat Audor N J . III. pag. 238. hujus. Rc- 
liqux cgrvx, ipfx quoque fbdiones conicx , difficile deferibi pofiunt, de¬ 
fiunt enim inftrumenta fatis accurata, & fiquis eas per plura punda definca- 
re velit, expertus difeet rem cffc operofam , arduam, & inultis erroribus 
obnoxiam. 

14. Quidquid fit, NEWTONUS videtur inter lineas, qux non diffici¬ 
le deferibuntur, annumerare Trocboidem vel Cycloidem (N°. III. pag. 238. 
hujus) , cujus deferiptio & proprietates habentur pluribus in locis, fed prx- 
fertim apud HUGENIUM de horologio ofdilatorio , qui mira elegantia hoc 
argumentum pertradavit. Sed an hxc linea per motum continuum, circuli 
Jjempc rotatione, facile & accurate deferibi poffit,, dubito. Saltem s’GRA- 
VESANDIUS monet magis commodum efie per punda ipfam delineare 
(Phyf. Elem. mathem. lib. I. Cap. XX Schol. 2. pag. 122. Edit. 1741.)• 

tamen deferiptio 8c operofa eft & multis erroribus obnoxia. Quomo¬ 
do vero per cam datus arcus circuli in datam rationem fecetur, facile patet 
c x hujus curvx natura, neque hic locus eft cxplicandi. 

Locus PAPPI, de quo nofter initio Ni. II. pag. 237. hujus, eft Colled. 
Mathem. lib. 3. poft theor. 4. prop.43 '8c lib.4. poft. Probi. 7. prop. 30. In 
c °dem libro 4. poft propof. 12. tradit PAPPUS ortum conch<)idis* & propof. 

Tom. II. L 1 * i}. 
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23. quomodo inter erura dati anguli ponatur reba magnitudine data , 
quae produba tranfeat per datum punbum, quod eft ipfum NEW TONI 
problema fub N 3 . V. pag. 239. hujus. Ibi docet COMMANDINUS 
eadem fufius pertrabafle EUTOCIUM in commentariis in fecundum librum 
ARCHIMEDIS de fphsera 8c cylindro. 

if. Poft linearum naturam numerus confiderandus eft} & quo hic minor 
eft, eo melior eft conftrubio, tum quia minori labore < 3 c breviore tempo¬ 
re perficitur, tum praefert i m quia minuitur numerus errorum, quos nemo 
in manuali deferiptione vitari poteft. 

His praemiflis, docet Newtonus, quomodo aequationes trium dimenfionum 
conftruantur per conchoidem, deinde per febiones conicas. 

id. Recetniores, fortafle Veteres fequuti, qui, ut infra docet NEW¬ 
TONUS lpfe, problemata folida per febiones conicas prius folvere cona¬ 
bantur, deinde, fentientes ejusmodi conftrubiones ob difficilem conicarum 
febionum deferiptionem inutiles efle, quaerebant conftrubiones faciliores j 
hos inquam fecuti rccentiores multa de problematibus folidis per febiones 
conicas componendis tradiderunt. Nos autem leborem ad eximias COL* 
SONI (Addit, pag. »f.. 30.) & HALLEII (Addit, pag. 3f..42.) diflerta- 
tiones huic libro fubditas delegamus. Nonnulla tamen, qua: fefe fponte 
obviam dabunt, adnotare non pigebit. Contra nofter primum indicat fo- 
lurionem faciliorem, deinde per febiones conicas, incipiens a Lemmate, 
quod explicat per conchoidem N°. V. pag. 239, .& per febiones conicas 
N*. VI. pag. eadem hujus. 

Statim patet Aequationem ad hyperbolam N/. VI. pag. 239. hujus , 

by zz ax - xy , non fufficere ad problema folvendum} non enim omnes 

problematis leges involvit, & ea de re eft indeterminata, cum natura pro¬ 
blematis determinatam flagitet : igitur alia quserenda eft. 


Neque alia cc 


- problema folvit, quia quantita¬ 


tem by problemati neceflariam non complebitur, &; hinc fit ut indetermi¬ 
nata (it. 


Siquis ctiperet aequationem determinatam, eruere deberet ex fuperiori 
aequatione valorem alteiutrius x vc\y, & in pofteriore pro indeterminata 
«lia fubftituere j qui tamen labor evitari poteft, li animadvertas, quod cX 
fuperiori aequatione, funt qusefitae x & y in certa hyperbola* ex pofteriore 
autem in certa cllipfi , qua: duae curva: tafdem habent coordinatas •, fed h# 
duae aequationes jungendae funt ut problema folvatur, debent igitur x &C/ 
cfle in punbis illis qua: fimul funt ad utramque curvam, id eft in earum in- 
terfebionibus. 


Aflumpfimus locum aequationis poftrema: efte ad ellipfim, quod facile 
patet extraba aequationis radice, ut fupra docuimus & faepe fecimus. 

Hinc fequitur quod. 

17. In problematibus determinatis necefle non eft: ad aequationem deter* 
minatam devenire, fed fufficit habere duas a:quationes locales, quae conftrtf' 
bae dent, locorum interfebionibus , radices quaefitas. Cavendum tunc eft» 
ne fic incidamus in compofitionem intricatiorem, quam quae ex aequatio^ 

de- 



AD AVer. APPEND. 2Cy 

determinata prodiiflet. Ex. gr., fi in aliquo problemate folvendo deven* 
tum eflet ad has duas aequationes locales 


cd - ex 0 bbyy 

y s ^ > & j.~r acixx ^ 

illae oftenderent conftruendas efi*e re&am pro prima, St hyperbolam pro fe¬ 
cunda} attamen fubftituto valorc y , xquatio fit 


xx — 


tccdx A-ccdd — g gff 


cc -// 


o, 


aequatio plana. 

j 8. ./Equatio quaevis determinata refolvi poteft in duas aequationes locales, 
fiquidem, ut vidimus , ex duabus aequationibus localibus componi poteft. 
Id quomodo fiat, infra videbimus. Quod autem pertinet ad eas, quas prx 
manibus habemus. 

Quia circulus ellipfi fimplicior eft, ideo NEWTONUS optime ex da¬ 
tarum aequationum combmationc ellipfim in circulum mutauit. 

19. Hic locus eft animadvertendi quod dux locales aequationes additione 
St fubduttione, ut res fert, ita jungi poflunt, ut curva fpecic data obtinea¬ 
tur. En methodum. 

Duc alteram ex datis xquationibus in afiumptam fra&ionem --} aut aliam 
commodiorem pro re nata} adde duas has icquationcs} Sc hinc, fecundum 
data, erue valorem ipfius 

n 

Ex. gr., ducatur in ~ xquatio prior N ; . VI. pag. 239. hujus, id eft 


. _ ibmy i/im — imxy • 

by ^ ax - xy, fiet-- ^ -—- 

J J n n 

hanc adde pofteriori ejufdem N ; ., nempe 

idxy 

cc yy -h xx — 

& invenies 

2 bmy * lamx — 2 «? xy idxy 

cc*- —- yy a-xx a- — ---— 

id eft 

xx 


L I 2 
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Fig. i. 


_ z d x y 2.mx y 


-yy- 


. zbwy 

.n 


X I=! ~ -+- 
a 


dy my am . d m , imy . , 


Efle debeat h«c aequatio ad parabolam; igitur omnes termini, in qui¬ 
bus eft yy , debent evanefccre ^N°. 106. pag. 219. 210. Tomi I.) quare. 

d w e d m r» a~d 

(-•+■ —rsSOi & -s 1; aut - — — J. 

'an an na 


& fiet aequatio. 


x ~ y -— a + d±; ^{ay ( 


; (£—0) -4- ce e*—</)*). 


Ad hoc exemplum determinari poteft aequatio, ut fit ad ellipfim, vel ad 

hyperbolam, ponendo —h — unitate minorem vel majorem: fed, cum in 

d tn 

hac hypothcfi maneat indeterminata quantitas 7 ■+• 7 5 ca determinanda eft 

aliunde, puta, per datam rationem diametrorum» 

Si vero aequatio debeat efle ad circulum ; tunc 

d m a d m m d 

-1 1} & 7-+- 7 =3 a; ac - =S - 7 

an an n a 


id eft aequatio prima^multiplicari debet per 7 , & e pofteriorc fubduci 

quod fecit Auttor in fine N». VI. png. 259. hujus. 

20 Pro conltru&ionc, noluit acutiflimus Au&or quaefitam determinare in 
jpfa figura, quia angulus BAC ab indeterminatis fa£tus neceflario rectus non 
eltj unde intricatior oriretur conrtru&io, 6c circulus in ellipfim circa aequa¬ 
les diametros degeneraret, Suam vero compofitionem NEWTONUS vi¬ 
detur invernifle methodis a nobis fupra relatis. Nam extendente fe y ex K 
in L, & xexKin P, aquatio ad hyperbolam by + xy zz ax , fuppeditaC 
ab 

per divifionem^ =: a -7- 7 - 7 Sume igitur KL, «qualem AD a-, cC% 

fi ponas 7- a :=! u erit u z=i — 7—^ 6c incipiet ab Lj tendent au¬ 

tem 
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tem- u ab L in R. Pofterior h«c «quatio dat «a : + ub ZX _ ab, vel 

ux zx - ub - ab , aut at zx - b -« — - 9 quapropter cape negativam 

KM parem (Fig.i.) P D aut A E : 8c fi x~\-b XX z, erit uz, ^x _ ab-, * 

autem fe ipfre extendunt ex M in P; ideo comple re£hngulum KLNM 
erunt LN, NM afymptoti, inter quas defcribenda efi: hyperhola, qu« qui¬ 
dem clauderetur angulo illo, qui ad verticem cft ipfi LNM fi uz, efict 
quantitas pofitiva, quia vero negativa eit, accipi debet eius oppofita. ut 
optime NEWTONUS (N 9 . VII. pag. 2 + o. hujus.) 

Pta,circulo autem, aequatio inventa fic difpolita 

XX zx ldx-\-cc - yy - 

a 

• prsebet 

x zx d±: V ( dd-in-cc - yy 

a 


Ideo (Fig. 2.) cape KP aequalem AG d (Fig. i.). Age (Fig. 2.) PT 
ipfi RS parallelam, Sc diameter erit .in PT indefinite produ&a, centrum ve¬ 
ro erit T. iS T unc pone 

x — d xX.u\ erit u. zx '{(dd+cc - yy — 


Jpfa ordinata, quat in nihilum evanefeit, quando circuli diameter a circulo le- 
caturj jam 


didd-¥cc — yy 



o 


dat 


ibdy .. . bd, .ddbb 

yy tx — +dd-\-cc, & y a — ~ ±r V(— +dd+cc). 

Eft autem (in fig. 1.) DA (a) . AG (d) :: EA PD zxb). AH ss ~. 

Cape igitur negativam KR. «qualem AH, & comple re&angulum: deni- 
ex KP abfeinde KQ parem BC zx c j £c erit 

RQ.= RS = acTS a + radius. 

Demonftratio £c determinatio cafuum diverforum adeo facilis eit'iis 9 qm 
,u pcriora kene perfpedta jam habent , ut omittendas cenfeam. 

JLl 3 Ver* • 
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Verba, qua; in fine N*. IX. Italicis litteris fcripta funt, an Au&oris fint,' 
an ab aliquo addita, non liquet. Quomodo vero aequationes biquadraticas 
ad cubicas revocentur per CAR.TESII methodum tradidit nolterN 5 . XVII. 
pag. 1 60. 161. hujus. 

Quia mihi videor nonnullorum Lemmatum faciliorem demonftrationem 
invcnifle, ea omnia repetam, fimul Sc explicato, ac, ubi res tulerit, nova 
demonftratione firmabo. 

LEMMA I. N°. XI. pag. 141- bujus. 

21 . Pofita procedente confiruBione , proportionales funt reB<e YX-> AX-, CX$ 
KE. 

Nam fimilia funt triangula ACX $ AKF, unde 
CA ad AK ut CX ad KF. 

Praeterea, in Fig. 3. 4., fimilia funt triangula EXY j EKF5 quapropter 
XY ad YE ut FK ad KE. 

Sed in Fig. fimilia primo funt triangula YXiE; iEKF •, quare 
XiY ad 1Y1E ut FIC ad KiE. 

Secundo , fimilia funt triangula 2YX2E } FKiE * ideo 
XiY ad 1Y2E ut FK ad KiE. 

Tertio , fimilia funt triangula 3YX3E3 FR3E5 quare 
X3Y ad 3Y$E ut FK ad K3E. 

Atqui sequnles fa&ae funt GA 5 YE> iYiEj 2YiE; 3Y3E. Ergo e* 
*eqno perturbate 8cc. 

LEMMA IL N°. XII. pag. 241. hujus. 

22. Iisdem pofttis , proportionales funt ipfis YX', AR. in Fig. 3. & 4); 3 ^ 
£5? fumma ipfArum AK % , KE j [3 in Fig f.)} ]YC & fttmma AK j K$E; at 
que C\Y (3 excejfus AK fupra K\E, 13 tandem ClY £3 excejfus ipfius KiE j** 
pra AK. 

Patet refumendo proportiones Lemmatis I., tc addendo antecedentem 
antecedenti, ac confequentem confequenti, vel ex antecedente demendi 
antecedentem & ex confequente confequentem , ut in hujus enunciatione. 

LEMMA III. N 3 . XIII. pag .24t. hujus. 

13. Iisdem pofitis , erit YX (in Fig. 3. & 4.) media proportionalis inter er 
ceffum ipfius EK fupra KB , (3 RA\ > ac (in Fig. j.) XiY media proportio**^ 
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inter txceffum ipfius BK fupra K\E , & AK6 ? XzY media proportinalis in¬ 
ter excejjum ipfius BK fupra KxE , & AK ; tandem X$T media proportionalis 
inter fummam tpfarum BK , K$E (fi AK. 

Perfice circulum CXcD* occurrentem re&aj YK (produ&as quatenus Tab. Z: 
opus eft,) in c & x, ac rettae AK, (pariter productae) in C & D. An- F ig- Il « 
gulus DCX e It in majore Tegmento DxCX; ergo acutus eft (Eucl. prop. 3 * 4 * 

31. lib. 3) Quare, du&a ex centro K in YC perpendiculari KR , erit 
quadratum YK minus quam quadrata cx CK& CY, rc&angulo bis conten¬ 
to Tub YC; CR (Eucl. prop. 13. lib. 2.), vel re£tangulo femel contento 
Tub YC; CX (Eucl. prop. 3. lib. 3. & prop. 1. lib. z,). Idem eadem de 
Caufla verum eft (in Autt. Fig. f.) KxTC ; (fi K^ZV. 

Sed (in Auft. Fig. y.) angulus iYCK obtufus eft; ideo quadraturrv 
lYK majus eft quam quadrata KC 6c CiY re&angulo Temel contento Tub 
lYC; CX (Eucl. prop. 12. lib. 2 5 &c prop. 3. lib. 3. ac 1. lib. 2.) 

Quin, deTcripto toto circulo, ftatim patet cfle rc&angulum xYc exccT- Tab. 7* 
fum quadrati YK Tupra cK, vel CK quadratum; (Eucl. prop. 6. lib. 2.) Fl S- *■ 
reftangulum vero CYX cxceflum quadrati XC Tupra rettangulum YCX^ 1, 
(Eucl. prop.. 2. lib. 2.) 5 id eft , a&a per centrum K in CY perpendicula¬ 
ri KR) Tupra duplum redtangulum YCR. 

At (in Fig. 3.), in qua re£ta EKxY reTpondet rc&x 1EK1Y Fig. f. Au- Tab. Z. 
ftoris, manet re&angulum xYf exceflus quadrati YK Tupra quadratum xK F, S- 
vel KC ; rc&angulum vero CYX eft Tumma quadrati YC & redtanguli 
YCX (Eucl. prop. 3. lib. 2). 

Denique (in Fig. 4.), inqua rc&a ErYK reTpondet redae *EaYK Fig. Tab. 7«. 
y. Au&oris, eft redangulum xY c exceflus quadrati fK vel CK fupra qua- Fi S* 4 * 
dratum YK (Eucl. prop. f. lib. 2); rc&angulum vero CYX eft exceflus 
rc&anguli YCX Tupra quadratum YC (Eucl. prop. 3. lib. 2). 

Hinc facile deducfitur reliqua demonftratio. 

Sed, perfe&o circulo, res ita facilius confici videtur. Jam (Fig. 1. qu* Tab. Z. 
efi Auftoris 3.) aquantur AC, YE, adde ecquales CK, Kx & communem l lg * r * 
KE; & erit Yx «qualis AK, KE fimul: Ted, per Lemma II, eft XY ad 
■AK ut YC ad AK y KE fimul, nempe, ad Yx ; & per naturam circuli 
CY ad Yx ut cY ad YX ; ergo cY ad YX ut YX ad AK. 

Jam cx EK abfeinde KA parem KB, reliqua bc aequabit reliquam BC* 
nempe CA aut YE; quare,, addita communi E c erit Y c sequatis Eb aut 
exceflui EK Tupra KB. 

Sed (in Fig. 2. quae eft Au&oris 4.) efl CB aequalis EY ; adde «quales T*b. Z. 
CK, Kfj atque EY, fK fimul aequabunt KB aut ei parem I\/v; deme hinc Fi S- 1 - 
inde communes bY , fK, ac remanebit Y c «qualis Eb excefiui EK Tupra 

Kb. 

At in cafu primo (Fig. f. Ncwtoniana, ea eft 3. ex noftri «quales funtTab. Z- 
AC, YE; deme «quales CK, Kx; AK aequabit KE, Yx fimuk ergo Fi S- 3 * 
Vx eft exceflus AK fupra A E. Atqui, per Lemma II, eft "i X ad AK 
'Jt YC ad Yx; & per circuli naturam CY ad Yx ut cY ad YX; ergo cY 
td YX ut XY ad AK. 

Jana 
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Tab. 7 
fig* 7* 


Tab. 7 
Fig. i, 


tjl 


COMMENTARIUS 


Jam BK requat YE & KG fimul, id eft, Y c & KE fimul; quare Y e 
cft excefius BK fupra KE. 

In cafu fecundo 'Fig. f. Newtcni, aut 4. ex his) aequales funr AC, EY; 
quocirca cxceOus EY fupra AK eft CK vel Kx; adde utrinque KY; & ex* 
ceOus EK fupra K A erit Yx; eft autem, per Lemma fecundum, YX ad 
AK ut CY ad Yx, &per naturam circuli CY ad Yx ut cY ad YX ; ergo 
cY ad YX ut YX ad AK. 

Nunc BK aequat EY & rK fimul, id cft, KE & cY fimul, ideo cY 

aequat ex ceflum BK fupra K E. 

Denique in cafu tertio (Fig. f. Newtoniana, & y. ex hifce noftris.) nequa- 
les fune AC & EY; addita igitur KE, pares erunt AC, KE fimul, & 
KY; £{, demtis squalibus CK, Kx, erunt AK, KE fimul squales Yx; 
fed per Lemma fecundum YX ad AK cft ut CY ad Yx* & per circuli na¬ 
turam , CY ad Yx ut cY ad YX; ergo cY ad YX ut YX ad AK. 

Quoniam vero BC aequat YE; additis squalibus CK, K* & communi 
KE; BK, KE fimul aequabunt cY. 

Divcrfos cafus, quibus determinandis immorari noluit NEWTONUS, 
evolvere videtur operas pretium, quam in rem praemittam aliquot lem* 
mata. 

34. Quando punttum K eft extra pun&a A & B, una retta datae longi¬ 
tudinis CA poni poteft in angul<vCXA,& una -EY in angulo FXY, carum 

quae tranfcunr per pun&um K. . 

Nam, angulus XCK oftenfus eft acutus, quare obtufus eft angulus ci 
deinceps XCA ; & fortius angulus CAH; qui co major eft (Eucl. prop. 
16. lib. 1.) Ergo, duda quavis KH, qus ipfi XC occurrat m G, & ipfi 
XA in-H, erit HK major quam KA (Eucl. prop. 29. lib. 1.). 

Jam per C agatur CI parallela ipfi AH & occurrens rectae KH in I : ca¬ 
det pun&um 1 inter pun&a G & H, nam angulus KCI aequalis angulo 
KAH (Eucl. prop. 29. lib. 1.) major cft quam angulus KCG, qui aequat 
angulum XCA (Eucl. prop. if. \ib. 1.) 

Eft autem H! ad AC ut HK ad AK (Eucl. prop. 2. lib. < 5 .), quare 

HI, & fortius HG major eft quam AC. # 

Si vero intra triangulum CXA ducatur quxvis Kgh, eodem paCto often- 
detur gb minor quam CA. 

Sed in Fig. 7.; Eft angulus KCG obtufus & major angulo KAH quare 
ex A du&a AI parallela ipfi CG, dcmonftrabitur, ut fupra, GH quidem 
major j gb vero minor quam AC. Et haec quidem pro redis, qux ex K 
ducuntur intra angulum AXC. 

Pro iis vero quae ducuntur intra angulum YX E, angulus CYK dcmonftra- 
bitur acutus per Fig. 1. & 2. hujus tabulae, in quibus rc&angulum ad R 
cft triangulum KRY. Ideo in Fig. < 5 . 7. obtufus eft angulus GYK, ^ 
in Fig. 6 . major angulo YEX , vtl HEK; & in Fig. 7. contra angulo 
HEK major eft quam angulus EYX, vel GYK : unde redibit demonltra- 
tio fuperior. 

2f In angulo his deinceps nulla aequalis CA vel CB poni poteft, q u: * 
' tranfeat per pun&um K. Nam in Fig. i., angulus hic eft CXE, cujus 
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latus XE totum eft extra circulum, & lateris XC fola pars XC eft intra 
circulum. Quoniam rc&ae CY 5 KY conveniunt in pundo Yj anguli 
YCKj CKY fimul duobus rectis minores funt. Ergo quaevis duda per K 
intra angulum CKY ipfi CY occurret inter punda C & Y. Eadem de 
cauflli reda A E occurret inter punda A & E } quare, fiqua ejus pars sequat 
ipfam CA , ea pars erit in angulo EXY. Ergo reda utrique EX; XC oc¬ 
currens in angulo EXC, cadet intra angulum EKD , eique ad verticem CKx; 
atque ideo erit diametro major. Eft autem AC vel CB iemidiametro mi* 
nor. 

Quod autem pertinet ad Fig. 2., angulus de quo agitur, eft AXY; &Tsb. 2. 
reda ducenda per K, & occurrens ipfis XY ; YA , cadet intra angulos Fi S’**• 
EKD & CKx; atque ideo extra circulum excurret faltem ad partes Yi 
nam ad alteram partem occurrere poteft redae XA intra circulum , nempe 
inter punda A 6 c x; & femper erit radio major; quo minor efle debet. 

26. Sed quando aequatio conftruenda habet-4-g; ipfae*KA & KB fumi 
debent ad easdem partes (N°. X. pag. . hujus). Igitur hujus aequatio¬ 
nis unam radicem praebebit conftrudio; atque hujufmodi aquatio unam 
tantum habet radicem realem. 

27. Nulla reda aequalis ipfi CA cadere poteft in angulo AXC praeter CA 
(N°. 24. pag 240. hujus... Ergo una radix erit XYj qu* negativa eft, 
li aequatio habet r quia aequatio 

=; o 

radices pofitivas non habet; eadem pofitiva erit fi aequatio habet •— r, quia 
aequatio . 

a : 1 q x - r o 

habet unam radicem pofitivam , ut monet nofter in fine N'. X. pag. 240.' 
hujus. 

28. Quando pundum K cadit inter punda A & B, patet tres redas poni T . TY 
pofTe per K aequales datae CA, quae radio major eft, unam 1E1Y intra File! 
angulum CXE; alteram 2E2Y intra angulum CX2E; tertiam 5E2X in- ’ 
tra angulum ad verticem AX3Y. 

Hae obfervationes non difficile aptantur ad reliqua ad N«>» LII. ufque 
a d quem tranfeo. Sed prius obfervo quod. 

2 9. Aquatior- qx 53 x* , quae habetur in fine N/. XIV. pag. 242. 

«ujus, reiolvkur in analogiam 

r qx 

-ad xx ut x ad *: 

n n 

& ut duo primi termini evadant lineares, faciendum eft x ad n ut £ ads; 
critque 

fi». //. 


Mna 


x* 
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xz ~ ~ , Sc xz — — ad xx ut x ad n ut z - 2 - ad x. 

n n n 

Prima analogia x ad n ut determinatur primo Lemmate > & fecunda 
tertio. 

30. Quia vero r hic effc quantitas pofitiva, feribi debet XY zz _x, 

, r qx r 

unde — h -ad xx ut- x ad n 5 tunc autem eflet _ xz \ nam 

n n n ’ 

— x ad n ut — ad Zj quapropter— xz ^ ad XX ut - x ad n - } ac (divi- 

wt n 

dendo primos duos terminos per- x) z - — a d —x ut-x ad », Sc 

n 1 

r+qx =2 - x 1 , aut xi + qx + r 33 o. 

31. Si vero haberetur-—r, tunc XY eflet quantitas pofitiva , & analo¬ 
gia eflet - = 4 " r —— ad xx ut X ad n , atque r — $x —i x J , feu x'+qx-rzi o. 

32. Quod fi aequatio propofita eflet x 3 - qx - r S o, eflet XY ra¬ 

dix pofitiva 33 -*-x, & analogia fieret - i 4 " 9 - ad xx ut x 'ad » ut s-f. 2- 

ad xj & conflru&io fieri deberet ut in cafu tertio, fig. f. Aud. aut p 
noftra. 

33. Si denique aequatio fuiflet x *- qx-y-r zZ o, haberemus 

n 

ad xx ut x ad n ut 2*- z> ad x, & confiru&io facienda eflet ut in cafu 

primo & fecundo, fig. Au&oris, aut 3. 4. ex noftris. 

Hoc ad exemplum, facile determinabuntur cafus in reliquis formulis. 

34. Obiter obfervo in N°. XXIIL pag. 244. hujus, facile demonftrari 
triangula ACX; AKG efle fimilia, & quia CA fatta eft aequalis CX, efle 
etiam KA aequalem AG, quod alio pa&o demonftrat nofter N°. XXV* 
pag. 245-. hujus. 

Nam, quia «quales funt refrae CA y AX , per conftru&ionem, sequales 
funt anguli KCX j CXG (Eucl. prop.f. lib. 1.) Sed anguli KCX5XGK. 
fimul conficiunt duos re&os (Eucl. prop. 22. lib'. 3.); atque ideo «quales 
funt angulis CXG> GKC fimul, qui pariter conficiunt duos re&os; & 
eadem de caufla aequales angulis KCX 5 XCA y & angulis CXGj CXA> 
ergo demptis «qualibus & communibus, aequales manent ACX; AKG $ 
KGA i CXA. 

Tandem venio ad LII. Ibi docet Au&or deferiptionem cllipfls, 
qu« quanquam explicata fuerit probi. XXXV. pag. pag. 2ci. Tomi L 
tamen libet addere analyfim geometriam, quae perfacilis eit. 

Tab 4 3 f- Daia Mqgn&tdine retia DE ita moveatur per retias indefinitas 1 K , LM 

Fig. 2 .' fi ad retium angulum interfecantes in C, ut data DE extremitas altera D ferup^ 
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fit in retia LM, altera vero E femper in retia IK 5 qu<eritur locus deferiptus ab 
Fpuntlo ipfius DE ita in F produtt *, ut EF data fit magnitudine. 

A N A L Y S I S. 

Ponatur prius pun&umD efle in C , tunc pun&um F erit in A ; eritque AC 
«qualis toti FD. Moveatur nunc retta, fervatis legibus propofitis, ita ut 
punftum D progrediatur verfus L , aliquando pun£lum £ cadet in C 5 & tunc 
erit C£ par ipfi EF. Feratur pun&um E verfus K, liquet pun&um D de- 
fcenfurum verfus C, ubi rurfus incidet j St tunc erit C a aequalis toti DF 
aut CA. Defcendat nunc pun&um D verfus M, regredietur pun&um E 
verfus C, ad quod aliquando deveniet $ & tunc erit CB par datse EF vel 
Qb. Eat denique pun£lum E verfus I, afeendet pundtum D verfus C, ubi 
rurfus cadet > & re£ta DF coincidet iterum cum CA. Hinc patet pu£ta A, 
B, <2, b futura ad locum quxfitum. 

Nunc fit re&a DF in locum quemlibet DEF, & ex F ipfi ML parallela 
agatur indefinita FN ipfi 1 C occurrens in G , atque ex D agatur DH pa- 
rallela AC & occurrens FN in H. Eft ergo quadratum DF ad quadratum 
FE ut DH quadratum ad quadratum GE , & ablato antecedente ab antece¬ 
dente., & confcquente a confequcnte, erit quadratum DF ad quadratum FE ut 
exccflus quadrati DF fupra DH quadratum ad exccflum quadrati FEfupra EG 
quadratum. Eli autem FD quadratum aequale quadrato AC, & FE par 
CB ; & exceflus quadrati AC fupra DH vel CG eft re&angulum AGtf, 
cxceflus vero quadrati FE fupra EG quadratum efl quadratum GF 5 ergo 
quadratum AC ad CB quadratum ut re&angulum AGtf ad quadratum GF. 
Igitur locus eft ellipfis, cujus major femiaxis tota DF, minor vero EF. 

36. Ceterum fons, unde omnes conftru&iones dimanant, hic eft. 

Omnis aequatio trium dimenfionum ad quatuor afeendet, fi per incogni¬ 
tam cognita quivis auctam vel diminutam multiplicetur. Exempli gratia, 
aequatio cubica 

x J -+-p.vx-+- 53 O 

du&a in x + a fit 

-t-a A-ap -f- aq 

Qusevis «quatio quadrato-quadratica determinata fingi poteft compofira 
ex duabus quadraticis indeterminatis, quarum una fumi poteft ad libitum, 
fcltera ex afUimpta St propofita deducitur. Sic «quatio propofita 

-4 -ap aq 

fingi poteft compofita cx hac ad arbitrium fumpta 

b 
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px -4- ax 

XX -4--- 

1 


& ex alia quam facile reperiam ponendo hanc affumptam in propofita) quod 
fic fit: aflumpta quadretur $c erit 

4 

Pfyy S X> XX i 

aa 

+ ' ‘ 

4 


ergo 


4 

xx ~ 
aa 
~ 4 

quo valorc pofito in aequatione propofita, ea fic 


Myy 


pp 
' 4 
zap 

4 XXT 




- tfr 


4 



quae itidem quadratica eft & indeterminata. Hujus rei ratio eft, quod 
aequatio 




:=S xx - 


/>X -4- /IV 
Z. 


convenit infinito quantitatum numero, ideoque eas etiam quse fub propofiti 
continentur, comple&itur. Altera vero complecti quidem debet infinitas 
quantitates, & propterea debet efle indeterminata 3 fed alia ad aliam ita re¬ 
ferri debet, ut contineant ambae jun&x quantitates tantum illas quas propo¬ 
fita continebat: quod fieri nequit nifi fecunda a propofita deducatur. 

57. Rem expedire potes, fi fumas duas xquationes indeterminatas ad li¬ 
bitum, e quarum altera, primae ope,alteram incognitam elimines) unde xqua- 

tioneia 
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tionem determinatam conficies,cujus terminos comparabis cum terminis pro¬ 
pofita:, 8c ita conflantes determinabis. 

Aflumpfi 

„ px ax 

/2 \y zl xx+- —-- , non / 3 j> zz xx aut ,Qy zi xx + xx. 


.quia fic, quadrando ftatim obtineo duos primos propofirae terminos, quos 
fimul ejicio. Si vero propofita fecundum terminum non haberet, aut eum 
manere pneflarct, fufficeret ponere £y zz xx aut fty zz -vx -4- xx, ubi x in¬ 
dicat quantitatem conflantem pro re nata determinandam. 

38. Si quando sequatio cubica ad quadrato - quadraticam efferenda efr, 
praeftat plerumque ita computum inflituere, ut quadrato-quadratica fecun¬ 
do termino careat, quod facile fit, fi aequatio cubica ducatur in'incogni¬ 
tam cognita fecundi termini propofitae minutam , fi fecundus propofitas ter¬ 
minus fit affirmativus j aut eadem auftam, fi fit negativus. Sic, in propo- 
fito exemplo, fi aequatio 

x l -i-pxx-i- qx -4- r zZ o ducatur in x - p y 

habetur aequatio quadrato-quadratica 


x 4 


-PP -P1 


-pr 


o* 


Si vero propofita fecundo termino deflituta eflet, fufficeret eam ducere in 
incognitam. 

3p. Sed jam propofita aut ultro aut per has artes fit quadfato-quadratica, 
animadvertendum efl ex afTiimpta Sc propofita plures haberi pofie aequatio¬ 
nes, quarum duae commodiores, ut res fert, funt feligendx. Sic in fecunda 

cx inventis ponatur pro xx ejus valor fij -—■ ” m l xx » habebitur 


_e 

, pt * 

Gfyy-hpqy — ~ XX -4- r x+ar zl Oi 
4 aq 

aa ■— ~ 

— — 2 

4 


fi in xx, fi e ^ 

2 
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fifyy 


* y 

a&p 1 

z 


z 

z 

_*M X 

4 

aap 

4 

- 4 - r 


PP 

’ 4 
aa 


XX-irCkT £3 Oi 


6c fic dc ceteris. 

40. Quinimo & cuicumque ex his fecundis addendo primam aequationem 
alterae conficientur. 

41. Aquatio fi&itia eft ad parabolam , & aequatio hinc exfurgens po- 
teft efle ad circulum, aut cllipfin Si habeas parabolam datam, id eft, cur 
jus latus re&um datum fit b, «quatio ad parabolam vertetur in hanc 

. px -+- a x 

by s =3 xx -4- -— . 

Conftruenda nunc fit aequatio propofita per datam hanc parabolam & cir¬ 
culum $ patet aequationem fecundam, fi xx fra&ionibus liberetur, verti in 
hanc 


^ - _C 4 r- t ag) x - 4 bbyy - 4 ar 

45 - 4 - zap — pp—aa 9 

quae numquam erit ad circulum, nifi codEciens ipfius — yy fit 33 15 ergo 

^ U+iap—pp — " ' q+tsp—tP—*a =3 4 «, 
hoc eft, 

aa 33 -+- zap-^^q - pp - 4 bb> 8 c a z=l -bp±r Vfoq - 4 bb)} 

aut igitur q fuperat bb , aut ab eo fuperatur, aut ei «quatur. Si primum i 
duo lunt valores ipfius a ad arbitrium Tumendi, & ideo duo circuli probfe' 
ana folvcntes* nam pone ^(4 q — 4 bb) ss /; erit aequatio ad parabolam 

by zz 5 xx +r ~ •+* qx , 


** 


6c aequatio ad circulum 
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" 4« — X -Pi—* 


Si fecundum} res perfici non pofiet. Si tertiumunus circulus problema 
folverct. 

42. Ceterum dum agimus de circulo, fcmpcr intelligendum eft coordina-' 
tas efle ad re&os angulos. 

43. Simili modo verti poflct aequatio fecunda in cllipfln fpecie datam, po¬ 
nendo t 

$b ad 4 q+iap - pp—'aa ut m ad 0, 


id eft,. in data diametrorum ratione j unde rurfus haberetur a , qux tunc 

*quaretp+r ^(49-ubi eadem quae fupra notanda funt. Hyper- 

m J r 

bola autem nullo pa&o poflet obtineri: nam fi curva eflct hypcrbola, ter*^ 

minus dcberet eflt P° fltivus > & idcirco divifor ne- 

gativus, igitur 45-4- iap minor pp-b<ta , id eft' 


4!H-2pj>i7 2jW(45- 


4 bbn 

- - ) minor quam 


PP + PP t 43-+ 43 — 

vel o minor-quod eft abfurdum , fiquidem omnis quantitas nega- 

tiva minor eft nihilo j fcu, quod idem eft, tunc 

4*—WP— n— aa “47— ipp t =pP'4J — - pp - pp - 


p,va,-^). 


bbn bbn 

42 „ —« h- 

m m 


deberet efle quarfcitas negativa, quod non eft. 

44. Sed ex aequatione aflumpta & ex illa, quae inde & ex propofitstexori* 
tiir, obtineri poflunt, ut diximus, alia: aequationes, qua: dant alos circulos 
St hypcrbolam. Etenim aequatio. 


4 * 

PP 

$Pyy •+■ Pvy - r x — ar ~ o 

4 

aa aq 

~~ 4 ^ 1. 


fitr 
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fit quidem 

_ (2pg + 4 r+ taq) x -+- 4 %X *+■ 4 &qj — A 1r 

* x ^ - zap-t-pp ’ 

quee nequi: efl*e ad circulum neque ad elliplinj quandoquidem ob 

ad ut^p ad pp, efl: aa-*-pp major quam zap, 

{c quantitates 4 bb ac aa - zap^t-pp ambas pofitivae, efl: autem ad hyperbo- 

lam, cujus fpecies definitur ponendo 4 bb ad aa» — zap^pp datam habere 
rationem. 

4 y. Sed, fi cx illa fubduceretur aequatio bb (ly — 2 - xx) o, 

haberetur 


zap 

4 

PP 

bty 1 % r “ 7 ** 

aa 

~~ 4 
h- bb 


M 

z 

- r 
- a ± 

z x - ar ~ o, 

bbp 

abb 


xx 


quas verteretur in 

(1DQ .+. AT zaq -f- zbbp -+- zabb) x 43% -4- (4^ — 43 - 4 ^f 

^ - zap+pp —433 

quse efie poteft ad circulum, fi fiat 

_ _4 bb _ &—i 9 

a a — zap -t -PP — A bb 

unde orietur 

aa — zap+pp+Ato ~ 4 bb > un ^ € “ ~ P'-> 

& ad aliam quamvis hyperbolam fpccie datam, fi fiat aa—^iap+pp*-* 
4 bb ad 433 in data ratione j & denique ad cllipfim, fi ponas 

aa _ zap+pp -4 33 ad-4 33 in data ratione. 

a .6 Nota quod in N' r 41 --4f- pro 33 pofuimus 33,quia ipfam 3 datam fi^* 
gimus ob datam parabolam 3 ^ aliis vero hypothefibus alius valor ipfius /3 ad¬ 
hibendus erit. 


* 



AD AVer. A P P E N D. 


2 S 1 


47. Quoniam autem circulus (implicior eft fe&ionibus conicis, is femper 
adhibetur cum alia fe&ionc conica data faltem fpecie. Ex. gr. detur ellip- 
fis, cujus axes fint c y b. Ad hanc ellipfin exponendam nfiumamus ali¬ 
quam ex jam repertis aequationibus, qua: ad ellipfin tfle pofiunt, puu 

_ _( 4 r-4 aq ) x — 4 Myy — 4 *r 

^q^zap—-pp — aa * 

* ' debet ergo efle , 

- 4*1— - L 6 , & ft3 s h hx 

qq zap — pp .- aa cc 4 cc 

(ponendo brevitatis gratia yy zz 4 g -+- lap - pp - aa ) 

igitur altera ccquatio qusc poteft efle ad circulum, ubi 


aa - zap-\-pp — 4/3/3 — 433 , nempe 

(ipq -4-4r 2 aqA- -4- ( 4 /3g_43>) y-^ar _ 

aa — 2 ap+ppi —4,3/3 ~ 0i 

fiet primo 


xx zzi 


m- 


x -yy—^- 

fed tunc aa - zap~\-pp ^ oj ergo aequatio 




yy 7 Z 47-+- lOp - PP - aa fit yy z=| 47 5 c 33 55 —^ 


cc 


quare aequatio ad cllipfim evadit 


xx zz 


_ £ » ___/f 

x.v ^ ^ * cc 7/ 

& aequatio ad circulum 

<1 - »-V) —= 

qua: facile confirui poftunt. 


4 p. Quse diximus de ellipfi data, facile aptantur tum ad ellipfim fpecie 
datam, tum ad hyperbolam. 

po. Hoc pa&o fortalfe invenit Newtonus rationem quam tradidit (N°. 
Tot». //. Nn LII. 




commentari u~s 

LII. pag. 110. hujus) conftrucndse aequtionis 

x 3 3 pxx+qx+ r , vel x 3 —pxx — qx - r ^ o> 

aut certe hoc pa&o potuit eam invenire. Nam aequationem illam duc in 
* —p 6 c habebis 

x< - tpx 3 ~~ $ xx ~~ * x-b-pr s o. 

+pp -*-n 

Pone nunc 


nu q - nn 

— xx - px - -- i 

4 4 

erit, quadrando % 


4 +** * 


99 

' 7 


nttutt 


- «WpAT - 


hoc eft r 

qq --» 4 


X 4 -2pv 3 


-pp 


xx-bpqx$ 


fecL ex propofita aequatione clt 


x* -2 px ] 


— 9 
+PP 


XX -f .pqx 7=1 rx - pr . 


ergo (dividendo'per nn & multiplicando per 4) 


91 

au h~ 4*x-4px — ~-23 - 

nn 

aut 


4 rr- 

• nn =2 -— , 

« 7 * 


uu ^-4XX 4px -4- — -4- ^-4-23^««-— * 

. nn nn 2 nn 

feu 


aequa- 
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«quatio ad circulum, quod melius videbis fi pro ixfcribautj tunc enim 
erit 


t , zrt, qq 4pr. 

H S=t v(— ZZ-b 2pz-h — -4- ~ -I- iq + Tin —— 
nn nn 1 nn 


Si ergo re&ae CE , CK ad angulos re&os fibi occurrant in C, 8c « ponan-Tab. XI. 
tur tendere cx C in D, x» vero ex C in K * tranfibit CK per circuli ccn* F! S* u 
trum. Quando autem u o, id eft in ipfa CK eft 


,, zrz 99 AP r \ 

V f - *” XtZt + '2pZt -4- -4— ’ ■ -t- 2 q — ftn — ) —. O , 

v 1 nn nn J *n 


id eft. 


zz 


2 rz, qq 4pr 

zpz -4- — -4- ^ -i- 27 -f- nn — ' , 


vel 


r , ,.qq ipr rr 

z, ^ p h- ir 4 '( - -h 2 q + nn - - -4- pp -f- 

nn nn nn n 4 


jr 

Captas pone C/ zZ p, /K ~ ~ j erit K centrum circuli, cujus radius eft 
-PP' 


— ~ ^ ^ s V[( - -4- ») 1 -4- ( — p) 1 ;). 


V( — -+- zq -4- nn — 

nn 2 nn 


n' 


Sume igitur CB » 5 c BA su ~: per A age ad re&os angulos AI$ 5 c 
per K &/age KI, /F parallelas ipfi AE & occurrentes AI in I & F. De¬ 
hinc abfeinde GF aequalem FA, parem /C p, & erit IK es »-4- -J-*, 

*c IG cs ~—pj igitur GK radius quaefitus. Quae conftru&io ne hilum 
quidem differt a Newtoniana. 

51. Nunc aequatio aflumpta ^ducatur in fra&ionem 2a 9 & fiet 

n 

4 axx 4 apx 2 an 

mu — lau ~ 4 *x — - L ^— -+-— 4px — 2^-4- ^ — 2 nn -4- 2<7«$ 

huic addatur cequatio ad circulum 

qq 4rx 4 pr 

nu ~ + -" 5 "- 

Nn 2 


& 
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St fiet 

„ „ 4axx 4 apx akx iaq qq 

n n nn n nn 

ftu (ordinando St pro ix reponendo z) 


4pr 

• - - - , 
nn 


UU ~ 2 tftf - 


AZZ 

- 2;;// — -— - 


lapz 

n 


irz 


laq 

n 


qq 4 pr 

■ _ «m - 4 - ian — ^— , 




-» ±r /(— 


nempe , 

lapz, zrz, lag qq 4pr 

n nn n nn nn 


■ Af), 


aequatio ad ellipfira , cujus axes funt in data ratione, fcilicet fubduplicata,. 
Tab. XI.a ad n. Abfcinde igitur BE cujusvis longitudinis, fi elliplis fpecie data non 
Fig. z. {][. fed ita ut ad n datam habeat rationem, fi cllipfis fpccie detur, St fena- 
aequalem arbitraria: a-, erit E centrum ellipfeos. Pone nunc 


^c- 


zapz, 

n 


irz, 

nn 


laq qq 4pr 

- — aa) so, 

n nn nn 


St invenies 

- ^±7 \l{iq-+- — —. 

an * an an 


rr 

. an+ pp -4--). 

aann 


Quapropter abfcinde FH zz id eft, fac FH ad FI ( —) ut BC (/;) a^J 

BE (a) i Sc per H age HL ipfi AE parallelam St occurrentem perpendicu¬ 
lari ES in L, erit L centrum ellipfeos. Jam 


qq ipr 


y/(tq+U- 

v 1 an 


. an+pp. 


- —0 “ v^((7- ianY -— pY) j 

aann i an ' K an 


6c eft H G 23 £ reftat igitur fu menda HR ^ ^ 4- sj an , id eft, 

faciendum eft HR adHL (AE 53 ~ + a) ut BD (Van) ad BE (0): erit 

GR minor diameter St SG major > fiquidem RG l ad GS 1 , ut RH l ad HL* 
aut A E 1 , ut BD* ad BE 1 , ut an ad aa, ut n ad a- } qua: eft ipfiflima Au&o- 
ris conftru&io. 

fi. Sumfiflimus ~ 23 xx— px — quia fic, quadrando, inveni- 


mus 
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wus quantitatem , in qua incognita» e fi duarum tantum dimcnfior.um, ®qua- 
em totis primo & fecundo & parti tertii 5c quarti termini aequationis propera 
iitae 3 quo pa&o computatio facilior redditur. Poterat tamen aequatio cubi¬ 
ca propofita multiplicari pej- x+^, & tunc habuiflbmus, 

xx :Z% x ~pr - °> 

qu® fuiflet fimplicior; 6c quae, premendo eadem vefligia, conftrui poflet 
per aequationem ~ ^ xx - n itidem fimpliciorem. 

f 3 - Pariter animadverte quod quantitas ». indeterminata relinquitur, quo 
determinari ita poffit ut confiru&ioncs peculiares faciliores evadant. Sed hxc 
quoque conftrudlio poteft confici per ellipfim datam £c circulum rei llatui 
aptum. Dentur enim axes ellipfeos, &; dabitur majoris latus re&um ; pone 
minorem a xerrn r=; «indeterminatae', & latus re&um =3 a -pariter indetermi- 
nat£Ci fc ellipfis erit data, & circulus, qui in Auttoris conflruttione poli¬ 
tus fuerat datus, aut ad arbitrium determinandus ob indefinitam , qua: in¬ 
greditur in ejusdem radio, erit determinatus &pendebit adataellipfi. hera 
quod aequatio, quam conftruximus, habet radices quatnor; conftruenda ve¬ 
ro tres. Secunda e quatuor clt GF vel p, quam quantitatem ipfi .r aequa¬ 
lem fecimus, quando aequationem propofitam duximus in x -/>,• qua dem- 

ta, reflant tres illae, quee quaerebantur. 

Ceterum'quae monet A udor de pofitione linearum 8c radirum negativarum 
ac pofitivarum tendentia, reclufp cpnltru&ionum fonte,ultro patent 5c fefe 
cuivis offerunt. 

Lemmatibus £c regulis a Viro fummo traditis, rej minore computatione 
Conficiuntur; fed nefeio an fic Algebrae fua fervatur elegantia, ou;c, ul* 
dicam quod fentio, tota in eo cfl ut perpauca theoremata fint in auxilium 
advocanda. Multitudo theorematum methodo Veterum convenit; metho¬ 
dus autem Recentiorum ideo inventa mihi videtur, ut paucis & facillimis 
Principiis probiemata folvi poflint £c confhui; .idcirco , ut conftructionum 
Parum fontes-aperirem, laboravi. 

1*4- Conttru&io quoque N*. LIX. pag. 2fp. hujus, facile deducitur cx 
principiis noftris. ^Equatio 

n. nn » nn. nn 

cfi: ad ellipfim, quia termini uu, utrinquc'ab arqualirntis figno.pofiti, 

babent fignn contraria: ut ea fit ad hyperbolam , ddbent eadem figna habere; 

uta igitur omnes- a in- hi, Sc idcirco etiam omnes -\-a in- a ; aut, 

4 *od eodem recidit, aequationem, quam fupra duximus in 2» m.duca» 
JPus!nw + itf, & habebimus 


Nn 3 


zns* 
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Tab. - 
Fig. 3 - 


i8<S 

IMi-JriaU -+-UU 


_w* 4 « _H 3 + i± 

n n nn n nn tm 


4 axx 


n ' nn n nn 
fivc (pro ix reponendo s, & ordinando) 

znntt 


rtz (tf n ] M 4P? 

zz ^ ipz —'— -+~ zq — — - 4- -t- ~“ 

^ <70 an ci an 


An 


-2.00 - 


miu 
‘ a 1 


& 


r , zpr rr 

j&SS p - — ±r V' pp-k- — -4- - iq — 

^ an aann 2 */» 


ii -i-- 2,00 -f-- —). 

a a a 


Pofita ergo fupciiore circuli conftru&ione, quin circulus idem eft, in AI 
cape, ut jubet Au&or, ex F verfus A redam FH — 5 erit AH zzp 

__I-, & per H age HL indefinitam ipfi AD parallelam, & hyperbolae 

an 

diameter jacebit in HL. Nunc, ubi ordinata nulla cft, ibi cft figurae ver¬ 
tex j pone igitur 


,. zpr rr qq « 

V' (pp -4- -“4“ H“ 2^ ' ~f~ ^ • 

rjr an aann an a 


-1 nn - 


i nuu . 

■ mu —) 53 o. 


8c habebis, quadrando & ordinando, 

qq zaq rr zpr app 

uti :=! — — lan — nn -+- — — — — —; — — — 7 , 

«« 0 00 3 «0 0 


& 


0 


—»—«±r v'( — — 


20£ 

0 


rr 


ar^«+«o. 

00 0 


Jam cft CB =2 -0: fume igitur BE ex B verfus A cs - a : ex E de¬ 

mitte perpendicularem EL i eritque L hyperbolae centrum , & ejus major 
axis dimidiatus erit quantitas radicali* Cupra inventa. Debet autem quadra¬ 
tum dimidii axis majoris ad quadratum dimidii minoris M efle ut a ad 03 ergo 


MM s S-*f“ 2 ~ in 

(i/an--q+. — -f-p), 


k efl quadratum dimidii miaoris axis aequale rc&angulo cx partibus ordin^ 
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te ab afymptoto ad curvam & a curva ad afymptotum ; atque eft GF 

r 

+ FH ^ P-*- ~ > quapropter inter CB & BE fume mediam AD s yfan 9 

& abfeinde hinc inde a pundo H redas HR, HR fingulas sequales Van—q, 

faciendo nempe HR ad HL. (EB-BA ^ a _ ut DA (n/ an) ad BE 

n 

(a ): & erunt RL, LR afymptoti, atque hyperbola tranfibit per pur.dum G. 
Hic repete quae conftrudioni per ellipfin adjunda funt. 

pf. Pro parabola aflumes aequationem nu ^ zxx - ipx _ q _ n n 9 

'id cft, aflumptam duces in i j quia tunc nullum debet efle quadratum 
alterius incognitas fub figno radicali , & omnes termini dudi j n a debent 

evanefeere. In hac aequatione fi ponas x =; o 5 . erit u sa-X _» id 

n 

cft, parabola tranfibit per pundum A; & fi fingas x sj />, erit iterum 

q 

u m^-», & parabola tranfibit per H, unde patet ejus axem cAcl 

redam F/j quod etiam fic perfpici poteft. Eli 


q - 4 , m - 4 - m >. 

X X — pX - 4 - —— - 

/ E'-go 

.v =: i±T Y i’(PP -+-*>:»■+. inu } 9 
quod monftrat efle F/axem. Ubi nunc ordinata nulla efi, habetur 


f* r=! - ~- n - 


2jj' 


Sumi igitur debet in /F cx / verfus E reda «qualis .+. n .+. aut ultra 

** m 

E reda par J ~-, quare jvefi: ordinata ad parabolam, 

56. Supramonftravimus quomodo,data aequatione quadrato-quadratica,una 
determinatos & alia indeterminata ad ellipfim, hyperbolam, aut parabolam 
datam, inveniatur circulus, qui fuis cum data curva interfedionibus, exhibeat 
edices aequationis propofitae. Sed, ut explicemus elegcntifliniam A udor is 
Methodum > quaehabetur N W .LI 1 I. pag. ijo. hujus ,fcqucntia lemmata prae¬ 
mittenda funt. 

Sit eUipfis aut hyperbola AM, cujus latus transverfum fit AH , rtftum AG jTab. u, 
in latere transverfo duo fumantur puntta L a 9 & fiat ut LA ad La % 4 - 

■LH ad Lh j atque ut AH ad AG , fc ah aci ag j & latere transverfo ha, rcftd 
, deferibatur ellipfts altera aut hyperbola am, harum f milia latera transver - 

fa 



Tab. / 
Fig. 6 
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fajint AH ; ab , td efl harum ordinata fimt parcllela : dico quod quavis reEla LM, 
occurrens duabus fetliombus in punttis ibi fecatur in ratione AL ad La 

& contra Scc. 

Centrum figune AM fit C; & figurae am fit c. Quoniam LA ad L a efi: 
ut HL ad Lh-, erit etiam AL ad L a, (vel HL ad L h t ) ut AH ad ah i vel 
ut CA ad ra, ut AG ad ag. # 

Nu' c a pundis M; w; agantur ordinatae parallelae MP,; mp-, Se jungantur 
HGj hg\ occurrentes PM in N ; & pm in «. Quoniam funt in eadem ratione 
HA ad AG; HP ad PN; ha ad at\ hp ad pn\ erunt & reliquae AP; ap\ ineadem 
ratione AG ad ag y vel AH ad ah, aut ACad at. Igitur rc&angula APH ,aph, 
funt fimilra & ut quadrata AG; agi vel AC - y ac. Eli autem rcctangulum APH 
ad re&angulum APN ut HP ad PN; ut HA ad AG; ut ha ad ag% ut hp adpm 
ut rcdangiiium hpa ad re&angulum npa y& rcdangulum APN aquale cft qua¬ 
drato PM,ac re&angulum apn quadrato/»»: ergo quadrata PM ypm funt ut re- 
dangula ut quadrata AC; ac. Sed quadrata eadem PM}/>»,funt uc 

quadrata PL; L p. Ergo redae AC; ac, vel AH; ab, funt ut rcftae PL; L f, 
aut ML; L m. Q. E. D* - ■ . 

Pro convcrfa. Non fit punaum m in figura am , fed punaum O. Erit er¬ 
go AH ad ah ut ML ad LO > fcd, per hypothefim , ut AH ad ah , ita ML 
ad L m y ertto ML ad L m, ut ML ad LO; aequales itaque funt L m & LO. 

Sequentia facile ad hyperbolam transferuntur, ideofiguram hyperbolae omifi. 

67. Si, pofit is qua fupra, in retia LM fumatur quodvis punctum K, L? fiat GL 
' ad Lq ut KL ad Lk: dico quod , fi punftum k fuerit intra aut extra curvam 
AM erit etiam punttnm k pariter intra aut extrn curvam am. 

Nam, quia GL ad L? eft ut ML ad L m, id cft , per hypothefim , ut KL 
ad L*; erit alternando ML ad LK ut Lm ad L k\ ergo, fi ML major aut 
minor eft: quam LK, erit pariter L m major aut minor quam Lk. 

5 S. Juncte GIC, gk fiunt parallelae. 

79. Si centro K, radio KG deferibatur circulus occurrens refta KL in P; & centro 
k radio kg deferibatur aher circulus occurrens retta eidem inp, erit I^P major Lp. 

Nam KL ad L* ut KG ad kg, vel ut KP ad kp; ergo KL ad L£ utPL 
ad Lp: fed eft KL major quam L^., ergo PL major Lp. 

60. Si circulus gy ellipfi occurrat in altero quovis puncto y, & jungatur Ly: di¬ 
co hanc produtiam donec tllipji occurrat in Y, illi occurrere in punElo, ubi circulus 
GP cllipfim majorem fccat. 

Junge ky, KY. Eli, ut KL ad Lk ita Y 7 L ad L^: erunt itaque parallela 
re£te ky, KY. Igitur KL ad L* ut KY ad ky : fcd ut KL ad L£ ita KG 
ad kg‘, ergo KY ad ky ut KG ad kg.-, aequales autem funt gk, ky , ergo & 
GK , KY, quapropter pun&um Y cft ad circulum GP, 6c ad ellipfin. 

6 \. Igitur du£te ad re&os angulos Y/, /T funt ut GL ad Lg. Sed erat 
YX (polita Auctoris conftru&ione) dupla radix ; igitur, ubi habetur Xy,ut 
obtineatur XY, fieri debet yT ad / Y ut gL ad LG. 

Solutio aquationum per approximationem fatis accurata & facilis habetur 
in Additamento. Nonnulla quidem afferri poffent; fed ea omitto ne liber 
furnis cxcrefcat. Ch 
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ADDITAMENTUM. 

METHODUS NOVA 

accurata facilis inveniendi radices aqua* 
tionum quarumcunque generaliter , fine 
pravi a reduttione. Per Edm. 

Hallcy, Geom. Profi Savil. 


A rtis analyticx prxcipuus quidem ufus eft problemata mathematica 
ad aequationes perducere, ealque terminis, quantum fieri poffit, fim- 
plicillimis exhibere. Ars amem illa manca quodammodo, nec fatis ana- 
lytica merito videretur, nifi methodi quxdam fubminiftrarcmur, quarum 
ope radices, fi ve linex five humeri fint, ex jam inventis aequationibus 
ejicere liceret, eoque nomine problemata foluta dare. 

Veteribus fane vix quicquam fupra quadraticarum xquationum naturam 
innotuit; quxeunque vero fcripfcre dc folidorum problematum effedionc 
geometrica ope parabolx, cifloidis, aliufve curvx, particularia tantum 
lunt, ac cafibus particularibus defiinataj dc nu me rica vero extra&ione 
ubique altum filentium j ita ut quicquid in hoc genere jam calculo prx- 
fiamus, modernorum inventis fere totum debeatur. 

Ac primus quidem ingens ille Algebrx hodiernx repertor ac reftaurator 
Francifcus Vieta , annis abhinc circiter centum, methodum generalem ape¬ 
rit pro educendis radicibus ex xquatione qualibet; eamque fub titulo 
■Oe numerofapotejlatum adexegefin refolutione , publico donavit, ubique ,ut ait, 
obfervando retrogradam compofitionis viam. Hujufque veftigiis infifientes 
Harriottus , Oughtredus aliique, tam noftrates quam extranei, quxeunque 
de hac re feriptis mandarunt, a Vieta defumpta debent agnofeere. Qua¬ 
lia vero in -hoc negotio praeftiterit fagaciflima ingenii Ne-wtoniani vis, ex 
conrra&iore fpecimine a Clariflimo U r allifio y Cap. xciv. algebrx fux, 
edito, potius conjc&ura aflequi quam pro certo comperiri licet. Ac dum 
oblimata Authoris modeltia amicorum precibus devida cedat, inventaque 
«ice fua pulcherrima in lucem promere dignetur, expe&are cogimur. 
Fom. II. a Nu- 
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Nuper vero eximius ille juvenis D. Jofephus Raphfon , R. S. S. analyftn 
aquationum univerfalem anno 16po. evulgavit, fuaeque methodi praeftantiam 
pluribus exemplis abunde illufbravit 5 quo genii mathematici maxima qure- 
que pollicentis nobile indicium prodidit. 

Hujus exemplo ac dmftm (ut par eft credere) D. de Lagrty , haud vulga¬ 
ris apud Pariftenfes Mathematum Profeffor, idem argumentum aggreffu3 
eft ; qui cum totus fere fit in eliciendis poteftatum purarum radicibus , 
praefertim cubica, pauca tantum, eaque perplexa nec fatis demonftrata, 
de affectarum radicum extraCtione fubjungit. Regulas autem binas, com- 
pendiofas admodum, pro approximatione radicis cubicae profert, alteram 
rationalem, alteram irrationalem; nempe cubi aaa-\- b latus effe inter 


ab .1 b s 

a-i - T ac V[ ~ aa-i -) 4- 

3 aaa +- b ' 4 3 a* 
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— a 
z 


Radicem autem poteftatis quintae a i +- b fic exprimit 


1 

— a 
z 


*((V~ 

4 r a 



(non ~ aa ut perperam legitur in libra gallico impreffo.)* Has regulas , 

cum nondum librum videram, ab amico communicatas habui, quarum vi¬ 
res experimento edoctus,. compendiumque admiratus, volui etiam demon- 
ftrationem inveftigare. Ea vero inventa, ad univerfalem aequationum omni¬ 
um refolutionem eandem methodum accommodari poffe ftatim cognovi; 
coque magis eas excolere ftatui, quia uno intuitu rem totam fynoptice explica- 
ri pofle videbam, quodque hoc pa<fto lingulis calculi rcftaurati vicibus faltem 
triplicarentur notae five ciphrae in radice jam inventae, quae quidem omnibus 
aliorum omnium computationibus non ni fi pari cum datis numero augentur. 

Demonftrantur autem regulae praediatas ex genefi cubi 6c poteftatis 
quintx. Polito enim latere cubi cujufque a+- e, cubus inde conflatus 6t 


aaa - 4 - 3 aac-\- laee 4 - ece , 

adeoque fi fupponatur ana numerus cubus proxime minor dato quovis non cu¬ 
bo, eee minor erit unitate, ac refiduum, five b , aequabitur reliquis cubi membris 

3 aac -f- 3 acc 4- w: 


rejectoque eee ob parvitatem, 


b =5 $aae 4- 3 acc. 

Cumque aae multo majus fit quam acc + — non multum excedet ipfam t' 

’ 3 aa 1 

poutoquc 
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$aa* iaa+- 30 * * 

cui proxime sequatur quantitas e, invenietur 


a iive 

3 ab $aa - 


adeoque latus cubi 


- b habebitur <7- 


qutc cft ipfa formula rationalis D»* de Lagny. Quod fi aaa fuerit nume¬ 
rus cubus proxime major dato, latus cubi aaa -—b pari ratiocinio inve¬ 
nietur a - ^aaa~ - b * ar< l lIC rat ^ CIS cubicae approXimatio fatis ex¬ 

pedita ac facilis,parum admodum fallit in defeftu,cum icilicet e, refiduum 
radicis hoc padto inventum, paulo minusjliflo fit. Irrationalis vero formu¬ 
la etiam ex eodem fonte derivatur, videlicet 

b 3 aae+- $aee, five ^ ~ ae ce; 


y , i b . i 

V( — aa - 

4 J a - i 


,, * , v . i 

V(~aa 4- — ) h- a ^ a+-t. 

4 i ’ 

live radici quxfiuc. Latus vero cubi aaa — £ eodem modo habebitur 


a z 




* additamentum 

Atc jue haec quidem formula aliquanto propius ad fcopum collimat, in ex¬ 
cerni peccans ficut altera in defe&u, ac ad praxin magis commoda vide¬ 
tur, cum reftitutio calculi nihil aliud fit quam continua additio vel fubdu- 

ttioipfiusy^, fecundum ac quantitas e innotefcatj ita ut potius feriben- 
dum fit 

.i b - eee i 

—aa +-- ) +- — a 

4 3 « * 

in priori caiu, ac in pofteriort 

~ a +- V( ~ aa-b — - \ 

a 4 3 a 

Utraque autem formula ciphr« jam cognita* in radice extrahenda ad mini¬ 
mum triplicantur, quod quidem arithmetica: ftudiofis omnibus gratum fo¬ 
re confido, atque ipfe inventori abunde gratulor. 

Ut autem harum regularum utilitas melius fentiatur, exemplum unum 
vel alterum adjungere placuit. Quaeratur latus cubi dupli y five aaa-b b ZZ 2. 

Hic a « i atque - 2=5 ~ , adeoque — f lve 1,26 invenietur la¬ 

tus prope verum. Cubus autem ex 1,2.6 cfl 2,000376, adeoque 

°,< 5 } - ? °^ 3 g Z - rt ) 

five 


0,63^(,3^68005-ipiOOf2pi) I, 2 fP 92 I 04 pSpf-; 

quod quidem tredecim figuris latus cubi dupli exhibet, nullo fere negotio* 
videlicet > una divifione & lateris quadrati extra&ione, ubi vulgari operan¬ 
di modo quantum defudafTet arithmeticus norunt experti. Hunc etiam cal¬ 
culum quoufque velis continuare licet, augendo quadratura additione, 

Quae quidem corre&io hoc in cafu non nifi unitatis in radicis figura decima- 
quarta augmentum affert. 

Exemp. II. Quaeratur latus cubi «qualis meiifurae Gallon di 

uncias folidas 231 continentis. Cubus proxime minor eft 216 cujus latus 
^5 J, ac refiduum if z=:b adeoque pro prima approximatione provenit 


3 ■+■ ^(9 -7 ) ~ radici. 

6 
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Cumque V(s>,S] 3 3...) fit 2,i3f8..'. patet 6,i.3f8 ^ tf + r Supponatur 
jam 6,13 p8 tf, & habebimus cubum ejus 

231,090873894712, 

ac juxta regulam 

3^o67p-+-^,41101041- ^0008 f 3 894712) 

18,4074 

aequatur accuratiftime lateri cubi dati, id quod intra horas fpatium calculo 
obtinui 

6,13779143966197897 

in odtodecima figura juftum, at deficiens hi decima nona. Hxc vero for¬ 
mula merito praeferenda eft rationali ob ingentem diviforem, non fine ma¬ 
gno labore tra&andum > cum lateris quadrati extraftio multo facilius pro¬ 
cedat, ut experientia multiplex me docuit. 

Regula autem pro radice iurfolidi puri, five poteftatis quintae, paulo 
altioris indaginis eft, atque etiam adhuc multo perfe&ius rem pneftat: da¬ 
tas enim in radice ciphras ad minimum quintuplicat, neque etiam multi 
nec operofi eft calculi. Author autem nullibi inveniendi methodum ejuf- 
ve demonftrationem concedit, etiamfi maxime defiderari videatur: prsefer- 
tim cum in libro impreffb non refte fe habeat j id quod imperitos facile il¬ 
ludere poflit. Poteftas autem quinta lateris a-\- e conficitur ex his mem¬ 
bris 

ioiaVe-f- 10 a'eee p<7e 4 -+- e 5 a' -+- b y 

unde 

b ~ ya 4 e-\- 10 a' ce -4- ioa l e l -+- fje 4 , 
rejedto e * ob parvitatem fuam: quo circa 
b 

— =3 a 3 e -t- ia'e x -*• 2.ac 3 -b 5 
f a 

atque utrinque addendo a * 1 habebimus 

x b . 1 1 

V (— aaaa ^ *V-4- 2 a e 1 -*- zae l + — aa -*-ac -+- ce. 

4 S a 4 1 

Dein utrinque fubducendo ~aa, 


1 1 


** l <-t 
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—a e aequabitur V(V( -+- —)-i- aa) 

z ** v 4 T* 4 

cui (i addatur erit 
z 

-f- e zz -+. vW —)— — <7j) 

z 4 f* 4 


majore,) regula fic fe haberet. 


«qualis radici potcftatis a'-+-b. Quod fi fuiflet a* - b , (afiumpta a jufio 

yW -tf 4 - —)- — a a). 

z 4 4 

Atque haec regula mirum in modum approximat, ut vix reftitutione 
opus fit; at dum harc mecum penfitavi, incidi in formularum methodum 
quandam generalem pro quavis poteftate fatis concinnam, quamque cela¬ 
re nequeo; cum etiam in luperioribus poteftatibus datas radicis figuras tri¬ 
plicare valeant. 

Hae autem formulae ita fc habent, tam rationales quam irrationales. 


Vaa 4 - b ^ V(jcu 4 - 3 ) vel a 4 - 


ab 


zaa -v — b 
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ab 


V ] a* 4- b s ^ a 4 - V{ ~ aa 4 - —) vel a 4- , 

z 4 . $4 iaaa 4 - b 


V 4 a* 4 - b zz ~a 4 - V{ ~ aa 4 - —) vel a 4 - 
3 p 


*3 


4 ^ 4 ■ 


V’a* 4-3 =3 —a 4 - V( ~*a-{ - ^-j) vel 4 - —> ^ ~r 

4 v i 6 io* 1 ' p<r 4 - z3 

ab 


v 6 a 6 4 - b s= 3 ~* 4 - -vel * 4 - 

£ / ^ 6 * 4-^3 


Ifi 3 +/ 

3 


4 -^S^4 -V'(^-h JL) Vel 

<5 36 zirt* 7^74- 33 

Et fic de ceteris etiam adhuc fuperioribtis. Quod fi aflumeretur a radice 

quas - 
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quasfita major} (quod cum fruftu fit quoties potefias refolvenda multo 
prop 10 r fit poteftati numen integri proxime majoris quam proxime mino- 
iSy) mutatis mutandis eaedem radicum exprefliones proveniunt. 

Yaa — b ^ Y{aa ,— b) vel a _ - ab 


Y>aaa - b ~ L a 

z 


+- V(~aa «— —) vel a . 
4 3 a 


t a +-v(L aix _J± )ycl a -_ 

3 & 6aa 


y !<7! 6 -t- K( "-ia-——,) vel a-—- 

4 t<S ioa J fa' —zi 


—> 3 “ ia 4— y( *--aa_ 

f - 


»^ r —— —) vel a_ 

6 3<s . twj' ya 7 -ji- 

Atque inter hos duos terminos femper confiftit vera radix, aliquanto pro- 
P lor irrationali quam rationali } e vero juxta formulam irrationalem inven¬ 
ta, femper peccat in excelTu, iicut in defc&u a rationali formula reful- 
ans quotus; adeoque fi fuerit 4 — k , irrationalis majorem juito exhibet 
aaicem, rationalis minorem. E contrario vero fi fuerit — b. Ataue 
xc de eliciendi» radicibus e potefiatibus puris difta funto, q U ie quidem 
ufus ordinarios fufficientes, multo facilius habentur ope loearithmo- 
sZlZ U T S 7 er ° V l L ra tabuIarum logarithmicarum-vires accuratiflime de- 
enda cit radix, ad hujufmodi methodos necefiario recurrendum ell. Pra:» 
Ii/ 62 ’ < i um ex " arum formularum inventione ac contemplatione, univerfa- 

AlTxCLT at '° n K bUS ■**■-(*»» non Cne fiuftu Genetrix ac 
ini, • • om P. lbus Ufurpandam confidoj mihi ipfi oblata fit, volui 

Pfius inventi primordia qua pofflm claritate aperire ‘ 

quWem , aff - clarum quaefrato- quadraium non excedentium 
onltiuaionem generalem concinnam admodum ac focilem, Num. iSS. ha- 
do"Ll™" ■ Ja ? tu .“ mventam . publici juris feci: ex quo ingens cupi- 

/iam m >dem numeris efficiendi. Atque brevi poit -0<= Ralh- 

ma S na cx F ane voto fatisfecifle vilus cil, ufque dum D»deLagnycuu* 
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$ 

adhuc compendiofius rem peragi pofle hoc fuo libello mihi fuggeffit. Me¬ 
thodus autem noftra haec clt. 

Supponatur radix cujufvis aequationis z compofita ex partibus a +- vel—e, 
quarum a ex hypothefi aflumatur ipfi z quantum fieri poflit propinqua, 
(quod tamen commodum eft, non- neceflarium) & ex quantitate a +- vel—e 
formentur poteilates omnes ipfius z in aequatione inventae, iiiquc affigan¬ 
tur numeri coefficicntcs refpedfive: deinde poteftas refolvenda iubducatur 
e fumma partium datarum in prima columna, ubi e non reperitur, quam 
homogeneum comparationis vocant, fique differentia +7 b. Dein habeatur 
fumma omnium coefficientium ipfius lateris e in fecunda columna, quae fit 
Sj denique in tertia addantur omnes coefficientes quadrati ee, quarum 
fummam vocemus /. Ac radix quaefita z , formula rationali habebitur 

, sb 

a +- vel-7-7r : 

ss +- vel - tb 

irrationali vero fiet 


z zz a +1 


— i ir v # -4— bt 
z - 4 

/ 


id quod exemplis illuftrare fortafle opera: pretium erit. Inflrumenti vero 
loco ad fit tabella, potellatum omnium ipfius a 4 - vel --— e genefin exhi¬ 
bens, qux fi opus fuerit, continuari facile poffit. A feptima vero incipiam, 
cum pauca problemata eoufque adurgere deprehendantur. Hanc tabellam 
jnre optimo fpe culum anatyticuh gener die apjpellare licet. Poteftates autem 
pra:dict*e ex continua multiplicatione per a 4- e :=! z. orta:, fic prove¬ 
niunt cum fuis coefficicntibus adjun&is. 


Tabella Tot e flatum. 

■ ,*>• • ,. Ai ;;,i , zounoifluV^OnsriibiO zSv.i 

St u w X y 

Ig? zzl a 7 + jla 6 e +iil^ee-*- tylaV-i- $yl 11 1 a'ei -^jlae^le 7 

kz‘^ka 6 + 6 ka<e+irka<ee+iQka 3 e>‘*-ifka i e*+. 6 ka c' h- k e 6 
hzj ha* -+- yba 4 e-*- 1 oha Ve-4- ioha*e* -4- p b& e*h e* 
gz* ^ ga* -4- 4 ga V -+. 6 ga 2 ee -4- 4^ e } -t- g e * 

+ f- 3 fate*, f; e 1 
dz da t + zd.d d ec :I tV - 

■fz^ca-+- ce 

Quod fi fuerit a - e zs z, ex iifdem membris conficitur tabella, ne¬ 

gatis folummodo imparibus potcftatibus ipfius *, ut e J , e 5 , e 7 \ & 
cratis paribus r*, f*. Sitque fumma coefficientium lateris e zz s -, fu 01 ' 
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ma cocfficientium quadrati ee r: / } cubi -5 u s biquadrati w, furfoli- 
di * 5 ~x-j fumma vero coefficientium cubo-cubi s y, &v. 

Cum autem fupponatur * exigua tantum pars radicis inquirendae , omnes 
potertates ipfius * multo minores evadunt fimilibus ipfius a poteftatibus, 
adeoque pro prima hypothefi rejiciantur fuperiores, (ut in poteftatibus 
puris oftenfum eft) ac formata aequatione nova, fubftituendo 0 ±T * s * ha¬ 
bebimus , ut diximus, 

5 ; b s ir se /**. 

Cujus rei cape exempla fequentia, quo melius intclligatur. 

Exemp. I. Proponatur aequatio 

z=i ioooo.- 

Pro prima hypothefi ponatur a jo, ac confequenter prodibit xquatio, 

~ +- a 4 ... 40**4 -6a x ec ... 42**4- c' 
dz, — da 1 ... ida e — dee 

4- cz, z=z +-ca ... ce 

^ 4 - ioooo ... 4000^4-600** ... 40**4-*■» 

— 300 ... 60 e — 3** 

+- 7f° - 7f * 

— IOOOO 


4 - 4 f° —401 f* 4 - fP7** — 40*’ 4-' * 4 s 0. 

/ tu 

Signis-f-ac — (refpedu * ac r) in dubio' relidis, ufque dum fciatur 
an * fit negativa vel affirmativa> quod quidem aliquam parit difficultatem, 
cum in arquationibus plures radices admittentibus, fxpe augeantur homo- 
Renea comparationis, ut appellant, a minuta quantitate 0, ac e contra ea 
aufta minuantur. Determinatur autem fignum ipfius * ex figno quantita¬ 
tis b j fublata enim refolvenda cx homogeneo ab a formato, fignum ip- 
uus se, ac proinde partium in ejus compofitione praevalentium , femper 

contrarium erit figno differentiae b. Cnde patebit an fuerit-* vel4-** 

uve an a major vel minor radice vera afiumpta fit. Jpfa autem * femper 

i-; — V( ~ss - bt) 

Aquatur ---*■-, quoties b ac / eodem figno notantur i 

V( i-^ 4 - bt )— Ls 

quoties vero dlverfo figno conneduntur, eadem * fit — *——- rri 

^oftquam vero compertum fit fore_* , in affirmatis xquatio- 

Trn, II. b n»s 



w ADDITAMENTUM 

nis membris negentur e, e\ e' , &c. in negatis affirmentur } feribantur fci- 
licet (iuno contrario j fi vero fuerit +- e , affirmentur in affirmatis, negen¬ 
tur in negatis. Habemus autem in hoc noftro exemplo 104J0 loco refol- 
vendae 10000, five b =3 -4— 45°-» unde c ? nftat a majorem jufto aflump- 
tam, ac proinde haberi-e: Hinc aequatio fit 

10470 —. 401 7 e -i- 79 7 ee — 40^ +- c 4 ~ 10000. 

Hoc eft ' 

470-401 f e +- f97 ee ~ O’ 


Adeoque 

470 401 f r-fP7** 

Sive 

£ ^ sc - ice 


~s - V( -u- bl) 

cujus radix e fit -- - - 


Vel fi mavis —- 
U 


. V (" - 
4" 




id eft, in prsefenti cafu, 

e — 2007 ^- Vyj6iqo6~ 

— 

unde provenit radix quaefita prope verum, p,88tf. Hoc vero pro fecunda hy* 
pothefi fubftituto, emergit a+-c =3 a accuratiffime p,8862603236497•••> 

V{ ^ss-+-bt)— ~s 

4 2 

ultima figura vix binario juftum fuperans > nempe cum - - • c. 

Atque hoc etiam, fi opus fuerit, multo ulterius verificari poffiet,fubduccn- 

i- ue } — 4 

- 2 

—• radici prius lfl - 

y( -fS+-tb) V(~»-tb) 

ventae, fi fit_ e. Cujus compendium eo pluris a: (limandum quod quan- 

doque, ex fola prima fuppofitione, femper vero ex fecunda, iifdcm con- 
fervatis coefficientibus, quoufque velis calculum continuare poffis. Cete 
rum aequatio prsedi&a etiam negativam habet radicem,id eft. #33 10, 26..**» 
quam cuilibet accuratius expifeari licet. 


i-«e 5 4 - i-* 4 ~ ut 

j i-— fi fuerit 4- e, vel addendo ~ 

M i / 1 


Exerfipt* 
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Exempl . II. Sit 

z' -17*5 +- 743 zz 3fo 

ac ponatur a zz io. Ex pratfcripto rcgul», 

zzz zz aaa -+- $aae -4- 3 ace -+- ece 
— dzz zz daa — 2 da e — dece 
-4- cz zz c a -±~ ce 

b s t 

Id eft -+- tooo 300* h- 30^ -4- eee 

— 1700 — 340? — ijce 

H- f4o H- f4ff 

- ISO 


Sive — fio 14* -t- 13^-4- zz o. 


Cum autem habeatur — fio, conflat 4 minorem juflo afTumi, ac proin¬ 
de e affirmativam efle, ac ex fio zz 14*4- lye fit 


V{bt 4— —tf)- 

_4_ L 

t 


e 


V66js> -7 

_ _ » 


Unde z fit if,7...^quae nimia quidem eft ob late fumptam a\ ideo fuppona- 
tur fecundo a zi if, ac pari, ratiocinio habebimus 


e 


- V( ~ss - tb) 

*_4_: 

t 


iop »— - V\ 1710 


'28 


I 

4 


ac proinde z zz 14^4068. Quod fi calculum adhuc tertio reftaurare ve¬ 
lis, ufcjuc in vigefimam quintam figuram vero conformem invenies radicem. 
Paucioribus vero contentus, icribendo tb+p tcec loco tb , vel fubtrahendo 

f • 

— eee 

aut addendo radici prius inventae--- ad fcopum ftatim pcrve- 

y( ~ss +1 tb) 

nies. iEquatio vero propofita nulla alia radice explicari potcft, quia po¬ 
te ftas refolvenda 3 fo major eft cubo ex ^ vel i-d. 

Exempl. III. Sit aequatio illa quam in refolutione difficillimi problema¬ 
tis arithmetici adhibet Clariftimus fVallifius^ Cap. LXII. Algebras fuae* 
quo radicem Vieta methodo accuratiffime quidem affecutus eft : eandem- 
que exemplum methodi fu* affert laudatus Xafb/b»pag,iy y 26. nempe 

b x *> 
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ii 


addita mentum 


z* -80Z 1 4- ippfo*-14P37Z 4- fooo =5 o. 

Haec autem aequatio ejus formulae eft, ut plures habeat radices affirmativas* 
ac quod difficultatem ejus augeat, praegrandes funt coefficientes refpcdu 
refolvendae datae. Quo melius autem tradetur, dividatur, ac juxta notas 
punctationum regulas ponatur 

- gfi 4- - 10z a 4--1 fz 7 =i o,f 


(ubi z cfb ~z in aequatione propofita) ac pro prima hypothcfi habeamur 
a :=5 1. Proinde 

4 - z - ye «— ut 4- 4 <f ? - e' - o,y ^ 0. 


Hoc eft 1- 
2 


:=: fe^-iec-, hinc 

~ ss 4- bt ) — — s 

4 _ % 

t 



adeoque z =: 1,27: Unde conftat 12,7 radicem effie aequationis propofitae 
vero vicinam. Secundo loco fupponatur z. S 12,7 ac juxta praeferiptum 
tabellas poteftatum oritur 


b 

26014,4641 

63870,640 


322157,42 
18 p6pp,p 

pooo 


s t 

■— 8 iP 3 ,pj 2 ^- 6 p 7 , 74**— 

4- 3870p,6o e 4 - 3048 ec 4- 

— f074P,i e — ipp8 ce 

. 4 - 14P37 t 


u 

fO,8* J - 

80 e' 


4- 2p8,6ffp f2p6,132^4- 82,26^ 

Adeoque 


4- 2p,2c J - c ' 53 o. 


- 2p8,6pfp ;=: -f 2 p 6 ,I 32 C 4 ~ 82 , 25 ^, 

1 s ——1^( ) 


cujus radix t juxta regulam 


'fit 


^0^5-—^87586,106011 jQj . tf44C)8o , 3 ,.... - f 
8 z^i <5 


DOt- 
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minori vero. Ut autem corrigatur y 


2 2 f ,0015201 _ . 

“I-- flVC fit ,00000055117,- 

V(—ss - bt) * 

4 

ac proinde e corre&a :=j ,056441 79448. 

Quod fi adhuc plures radicis figuras defideras, formetur ex * corre&a 
tue' - te 4 S 0345105602423..., 


—J-—^— 3 /— tue' -W^) 

£_ 4 


n 2648,056 -^6987685,674p5fP7f77.... 
Uve 8i,i<s ' : "* 


=5 544175448074401 = e, 

unde a 4 - e z=: z, radix accuratiffima fit 


12,75544179448074402 


tjuafcm invenit Cl. JVaUifius ,in loco citato. Ubi obfervandum redinte¬ 
grationem calculi femper triplicare notas veras in alTumpta a , quas prima 


corredHo, five —--, quintuplices reddit, quaeque etiam commo- 

V{ ~ss - bt) 

4 . * 

de per logarithmos efficitur. Altera autem corre&io poft primam, etiam 
duplum ciphrarum numerum adjungit, ut omnino aflumptas feptuplicct; 
prima ramcn plerumque ufibus arithmetices abunde fufficit. Qux vero 
didta funt de numero ciphrarum in radice re£te aflumptarum, ita intelligi 
Velim, ut cum a non nifi decima parte didet a vera radice, prima figura 
rette aflumatur; fi intra ccntefimam partem, duse primas: Si intra millefi- 
mam tres priores rite fc habeant; quae deinde juxta noftram regulam tra¬ 
natas datim novem evadunt. 

Re dat jam ut nonnulla adjiciam de nodra formula rationali, videlicet 

e =5 TP+-73 ’ ^ UX c l u ^ cm ^* at ^ s ex P e dita videbitur, nec multum cedit 

Priori, cum etiam datas ciphras triplicare valeat. Formata autem sequa- 
tione ex a +7 e — z ,, ut prius, datim patebit an a afiumpra fit major vel 
nfinor vero, cum fcilicet se figuo femper notari debeat contrario ligno dif- 

b, fc * 
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ferentiae rcfolvendx ac homogenei fui ex a produci. Deinde polito quod 

+7 b +1 se 4- vel- tee ~ o ; divifor fit ss - tb quoties b ac / iisdem fi- 

gnis notantur; idem vero fit ss+-bt , fi figna illa diverfa fint. Praxi au¬ 
tem magis accommodata videtur, fi fcriberctur theorema, 

_ * 

€ s dr tb 
s 

nempe cum una multiplicatione ac duabus divifionibus res peragatur, qux 
tres multiplicationes ac unam divifionem alias requireret. Hujus etiam me¬ 
thodi exemplum capiamus a praedidtee aquationis radice 12, 7...: ubi 

2p8,dffi)-pip6,r 32^4— 81,1 6ee+- zp,ze 3 -e 4 =5 o 

4- b - 5 4- / +-» 

adeoque ~ ^ es e, hocelt, fiat utr ad / ita b ad £ zz yzs>6, 13 i) 

s 

*p8,6ffp in 82,26 (4,63877... quocirca divifor fit 

s - y es j*2pi,4P32f....) 2p8,6ffp (o, 0f644i.) t=!f, id cft quin¬ 

que figuris *veris adje&is radici aflumptse. Corrigi autem nequit hxc for¬ 
mula ficut prasfens irrationalis; adeoque fi plures defiderentur radicis figu¬ 
ra:, pr^ftat afiumpta nova hypothefi calculum de integro repetere : ac no¬ 
vus quotus triplicando figuras in radice cognitas fupputatori etiam maxime 
fcrupulofo abunde fatisfaciet. 




./EQUA- 



C O L S O N JE AT. C V 8 IC. &c. 




aquationum cubicarum 

Et biquadratlcarum, tum geometrica & mechanica , refolutio 
univerfalis , 


a J. C O L S O N. 


$• I 




quationis cubica univerfalis 


* 3 ~ I?** x +- 

— w‘ * +-P' 

- 3?a 

radices tres funt , 

a: =2 -3 J ))+-K(r--g*)> 

* s — c ^r ^ -^( r+ ~ v( f x ~~g 1 ))-nr*-gO) 

* — R-( — ^)-V(r i-V(r'-?))-(. --— -V(r - V(r x -9>)) 

Vel, ut calculus arithmeticus facilior ac paratior evadat, fi pofueris bino- 

mii irrationalis r +-V (r - q ] ) radicem cubicam efle m-^Vn t erunt ejuf- 

dcm «quationis radices tres 

x ~ x ^ p-mt: V — 3 ». 

Igitur data aequatione quavis cubica, inter ejus hujufque aequationis uni- 
Verfalis terminos fingulos inftituenda eft comparatio, quo pafto facillime 
invenientur ipfae p, 9, n & hifce cognitis, innotefeent aequationis datas 
radices omnes. Hujus vero folutionis exempla fint fequentia in numeris. 

1. iEquationis cubicae 

x 3 ^ 1x1 -f- 3 #-*- 4 
iit radix x indaganda. 

2 

Erit primo juxta prsfcriptum 3p ?=J z, five p ^ 


Se- 



additamentum 


rd 

Secundo 3 j — (3 P‘) j - 3, five 3 =3 

x 70 - 89 . , _ 212 

Tertio zr(-4-p’-33 • P) — ~ = 4» fivers - & r*-9> - —• 

Et propterca 

x - V'— ). Reliquae duae radices funt im- 

3 v 2 7 17 *7 2 7 

poflibiles. 

2. In aequatione 

<x 3 z3 u* 1 -41 x-4-42, 

erit primo z 3 12, five p S 4. 

Secundo $g-(3P J ) 48 :3-41, five <f =: 

Tertio ir-+-(/>*-3g.pj 36 42, five/- 53 3. 

100 

Et inde r l - q 3 :3 -—. 

* 2 7 

At binomii furdi 3-+-V - ^ (=3 r + V{r' - g*)) radjx cubica, perme- 

thodos ex arithmetica petendas extra&a* eft 

-t -t-V - m-t-Vti,) 

& proinde radix 

x ^ ^ 4-2 53 ) 1 

vel etiam 

x 53 ( p — wir v" — 3» 53 44-1 ±7(^4) 1 =3 ) 7 vcl 3 - 

Vel rurfus, ejusdem binomii 3 -+-V-", radix alia cubica (tres enim 

agnofeit) cft # 

2- + V - i- (53 w 

2 12 x 

c 





C 0 L S O N JE QU A T. C U B I C, &V. 

£c proinde radix 

X =3 Cp 4- 2Z* S3 4 4- 3 5S ) 7, 

& etiam 

* = 4-i L - , vel t. 

z 4 z 7 

Veldenuo, ejusdem binomii 3 +- V - -°5 rac j; x cu bica 'tertis eft 

— “ £¥ —(~ m+-Yn,) 

& proinde radix 

-V « (P 4 - 2 W s 4 -I — ) 3, 

atque etiam 

* “ [p — »±rv'—3» =s 44- 1 +r (vtt) L —) 7 ve i 2 . 


3. In aequatione 


1 =5 -ip:’-84* 4- 100, 


em j> — fj < 9 — — /* =: ijf i & binomii 13f 4- ViSifz radix 

cubica eft 3 4- V 12. Igitur radix J 

* S —- f 4- <S S I , 


* =* — r— 3 i:v —a — 8irK—36, 

impoffibiles. 

4. In aequatione 

* 3 ^ 34AT 1 -310x4- 1012, 

ent P = ~ j <7 i & binomii ^ ^ +■ K ■ ^ ~ radix cu- 

bica eft Igitur radix 

Tom. II. - * — 



additamentum 


18 


34 3 1 

X 72 -4- - S3 21, 

3 3 


impoflibilcs. 
f. In aequatione 


s — — — ±r v'— w a di v — io| 
3 5 


x 5 ss i8x a 4 -* < 5 ix — 4048 , 


2,8 5^7 2-f 010 0 .. .. 27OIO . 

eritp cs —, q =3 « r 72 - —— *&binomn — - -\-V- 

3 9 27 2 7 

radix cubica eft ^ 4- v'-— Igitur 

6 4 

2.8 41 

X ZZ — 4- T- Z2 M* 

3 3 

& 

* - 2 i_ii t (y 7 ~?) 2 = ><5 vel_w. 

3 6 4 2 

5. In aequatione 

x 3 ^ - x l 4 - 1 66x - 660 , 

_ 1 44? - _ i^r 8 . 

- — r-> ■> r —^r* 


•J 8 *j*r- 


erit 0 a -—, q s , r — — ^ i Scbinomii^-^ 4 -V'— 

3 1 9 2-7 l 7 


I 14 ^20f 

~ *7 ~ 


radix cubica cft. • 


irrationales. 

# 

7. In aequatione 


— 4 - V —- Igitur, 

3 3 

_ 44 _ _ 

y y ~ If ’ 


& 

* - — --«--'fcVr ~ 7 i Vir» 


*>■: 



COLSON JZ QU A T. CXJBIC. tfc. , 3 

X 3 33 6 ]x*+- 9S>67 $x 4 - 99^1707, 

100996 

erit p 33 21 , q ~ —-— , r 33 6031680> & binomii 6031680 +- 
V _ n dix cu bica eft 183 +-/-?y P . Igitur 

X « 2.1 -H 366 =3 387, 

& 

x 23 11-183 ±T (t^fip) 23 33-139 vel 187. 

Ncc fecus in ceteris procedendum. I n ve ftigatur autem theorema ad mo¬ 
dum fcqucntem. Pono aequationis cujusdam cubica: radicem s ^ a ■+. b , 
5c cubice multiplicando proveniet 

z' 33 (tf J -4- 3<2 1 ^ -+- 3 ab' + b 3 33 ) <2* -4- 3<j£ -f-£\ 

Jam loco ipfius *-4- b v alo rem ejus x, fubftituendo , fiet 
z ] 33 3 abz » -4- 5 -+-£*, 

quae eft aequatio cubica ex radice z, 33 ab conftro&a, cui terminus fc« 
eundus decit. Ut hsec vero ad formam magis commodam, magisque con* 
cinnam revocentur, fumo aequationem 

er 3 <j^-h 1 r, quae pofthac ipfius 

£- 3 r 3 3^3® -t- b ', 

vices gerat. Igitur transmutatione hujus in illam, fiet primo 3733 3^, 
live g* 33 a 3 b 3 \ 6 c fecundo ir 33 fl 5 -+-^ J , five 2r <2 j 33 (u 6 33 I 
a 6 +.q*. Et foluta hac aequatione quadratica, erit 

a 3 =3 r -+- Vir 1 - 

& hinc # 

b 3 23 (ir- * 5 23 ) r - V{r l —- q'). 

Atque igitur tandem 

c - ? •. 

? 

a 33 K(r -4- V(r x —. g*)) 

& 

'' b 33 T 1 ? _—: V(r l — q' 2 - 

b;] c l 


Et 




IO 


additamentum 

Et proptcrea in sequatione cubica z? =3 gg z, -h zr erit radix 


z =: (a + b S3) Vr+(r'~ - q')) + V(r -v'^- q>))- 

At. vero haec radix revera triplex eft, pro triplici valore quem induere- 
poteft 

& iV(r + V^ — i)} 6c V(r - V{r l — g J )). 

Cujusvis enim quantitatis radix cubica triplex erit, & ipfius unitatis radix, 
cubica 

vel eft i y vel- i- -4- V -3, vel- - -•— V -3. 

22 22 

Atque id adeo, propterea quod harum alicujus cubus fit unitas. Igitur fi 

3 3 

i.V(r + Vj 1 - q v j) aut V r -+- Yr* - q* 

(- y-(l . (r + nf- 9 '») = v « (V(r + V(r' -<J>)) 

radicem aliquam [quam fupra nominavimus m -+*V' aut 1 ( m+V »)] cubi 
r-t-Vir 1 - q 3 ) defigneti ipfie 

~ - . V (r-+-V{r‘ - 3 J)) 

& 


- 5 . J(r+V(r' - 5 >)) 


[id eft (»-+-»'») & -- 




alias duas ejusdem cubk radices defignabunt. Similiter & 

r(r- V(n -gi)>, 

. */(>•—V'(r»— gO), 


-ni 


2 


& 

• v(r - V( r' - 5!)), 


[id 




m — V n , 
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[id eft] 


21 


-—*'•(»»-*"»)» - 

tres cubicas radices erunt apotomes r — v _ g 3 ). Atque has radices de¬ 
bite connedcndo, fiet 

* S V (r-b V (r 1 — r*)) -+- V (r - Y (r 1 -3 ? )), 
id eft 

z, ;=; (m -+- V n) -+- (m — V tf) if», 

z — - 4 - ~£ V —^ • vXr~i/(r l —5 3 )) 

id eft 

— I _|_ y'_ ? _I _ y _ • 

* =3 --~—— 2 . {m-^Vn) -+----i . (m —v 7 ») ^ 

— w -4- — 3 n y 

& 

* ~ • VCr-t-V^r 1 —qty -+- 

— ■ Y(r-V(r'-q’)) 

id eft 

z =1 ~ T ~ 1/ - — (w+V») -f- ~ T (rn — Vn) 

qua: tres erunt radices aequationis cubicae s 3 =5 ^qz^-ir. Debite autem 
conneduntur radices iftae ad modum praecedentem, quippe qua: fic con¬ 
nexa: , & more vulgari in fe invicem continuo duda: , asquitionem 
* 3 32«-*-2r reftituunt. Denique fac z, ;=s x — p, & aequatio fiet 

c 3 quas 


x 3 _ 3 px 1 3 p 1 *_p 3 
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qua: univerfalis eft, & cujus radices evadunt ut fupra fuerunt exhibitae.' 

Hic obiter notatu dignum eft, quod aequationis cubicae cujuscunque ra¬ 
dices omnes fint poflibiles & realcs, quoties binomii membrum irrationale 
— impofiibilitatem in fe complebitur* hoc eft, quoties q eft quan¬ 
titas affirmativa, & fimul cubus ejus major eft quadrato ex latere r. At fi 
membrum iftud V(r l — q') fit poffibile, hoc eft fi q fit quantitas negativa, 
aut etiam fi affirmativae cubus fit minor quadrato ex latere r, tunc unicam 
tantum agnofeit aequatio radicem poflibilem & realem, reliquaeque duae 
erunt impoflibiles. 

In hoc theoremate fi fiat p r=! o, hoc eft, fi defit aequationis terminus 
fecundus, tunc deventum erit ad cafum regularum quae dicuntur Cardani y 
cujus folutio continetur in praecedentibus. 

§. 2. iEquationis biquadratica univerfalis 

x- 4 =3 4 px 3 ^~zq x > -+-8r x -4-4 s > 

- 4 P ~ 4 P1 - 

radices quatuor funt 

x ss p — a ir V(p l 4 1 q - a' — ~) \ 

& 

x rs p +-a±: V(p' 4 - q — a 1 4 - , / 

Ubi radix aequationis cubica 

* ~ P 1 a i - z P r a z 

4 -q - S 

Jam data aequatione quavis biquadratica, inter ejus hujufque aequationis • 
univerfalis terminos fingulos inftituenda eft comparatio, quo pa&o citis- 
fime invenientur ipfae p, 9, r, j* & hifcc cognitis, non latebit valor ip- 
lius a , ex theoremate fuperiori inveniendus, & tum demum innotefeent 
aequationis datae radices omnes. 

Huic folutioni illuftrafidae exemplum unum aut alterum fufliciat. 

1. Aquationis biquadratica: 

x 4 H 8x> 4 - Sjx 1 - 1 6 zx -— 9$6 

.fint radices extrahendae. Erit primo juxta prxfcriptum 
4p £, fivep ;=* z. 

C/i» 


C O L S O N jE QCJ A T. C U B I C. tfc. 
Secundo 




Z 1 -(4 />0 16 W 8 $ J flve q S 3 ^7. 

Tertio 


8 r 


(4PQ) 5=5 — 161, five /* s 


Quarto 

/ , x p8oi . 6 oj*7 

4 J - (j‘) _ -4 -p$6, flVC / S 

Hinc 


fic proinde 


^sa j.. 

2 16 


16 ' 


Jam ut aequatio haec, aliquatenus cubica, in radices ejus refolvatur, ai 
theorema priecedens recurrendum elt, in quo erit 

p - !2Z, a - ^ p , r =3 & , 

* * 5 144 1728 ' 


-_ lLH°°zr 

q 16 


Atqui binomii 




1728 

radix cubica eft 


n P4^q7jp* 

16 


12 

& propterea 


490 

T 




& 



H ADDITAMENTUM 

& etiam 

i 

)l0 _L<*p vel 2 , 

6 iz 44 

Vel, quod perinde eft, aequationis praemiffae revera cubica; fex radices 

funt — ~ > quavis indiferimi- 

2 2 . 

natim propofito noftro faciet fatis. Puta fi in praefenti cafu fit a zl 3 , 
erit juxta theorema 

X =3 (j> — a+:V',f*-q — <**—^(4-t-” - p - 

33 — 1 +: (Yif) f s) 4 vel — 6 , 

& 

* =3 (i<+-fl±r» / (p*+-9 — «*+- -j) 

S3 14 - 5 + 7^(4 4 -^—P 4 - ? ~) =3 f+r(V'<S 4 ) 8 =5) i} vel-J , 

que fur.t sequationis datae radices quatuor. 

2. In aequatione 

X* ^ 20X 1 4- 2f2* 2 - +-21313, 

erit p =2 f, q ~ 176, r zi -— 384, 2c s zi I3°7 2 * 

Hinc/)*4 -q =3 101, tpr4-s = piji, & r* s i 474 f<S> & inde 

:=5 201 -.9232 a 1 4 - 1474^. 

Jam in theoremate pro cubicis erit 

pzz 67, qzz -y-, & r zi 67 tip$ eritque binomii 

. , 38889307072 

6 j'Xip 4 -V /) 27 

radix cubica "2 4 -K~p Igitur. a x zi 67 4-77 ^ * 44 > fivc * ^ 


1 ti 



C 0 L S O N JE QU A 7. C U B 1 C. (fc. tf 

& proinde 

r-uizvto- +-17^-144-1-^4)=? -7±r(✓m) n = 4vel— 18, 

& 

* f-H ii+r^if 4 - 176-144-64) - 17 ±r V'- 7 *jitnpofflbilcs. 

Hujus autem theorematis inventio efl: hujufmodi. Ex duarum xquatio- 

tionum quadraticarum z, x 4- zaz - b s o, & _ zaz _ c ^5 o in 

fc invicem multiplicatione, aequationem conficio biquadraticam 

zt (4 a x 4— b 4- c) Zj x 4— (zac —— zab) z - bc , 

cui terminus fecundus deeft, quamque huic aequationi 

•=; ez x -\-fz+-g 

ftatuo xquipollere. Unde primo 4 a x 4- b 4- c e=j e, flve b ~ e 40* —<*. 
Secundo zac -2 ab s hoc efl: 

-- ZHC 4- J 4- 2.7C =2 /, five c e=2 ~ -t— — - 2d‘, 

4^ 2 

& inde 

* =3 (*-4‘ 2 *- c sa)- L - 


Tertio —3=2 g , fi ve 
/** f* 

— ^+‘4^=3—, 


hoc eft. 


-■bv-nf, 

16 64 


qttx aequatio quafi cubica eft, ex radice * l & notis vel aflumptis e, /, | t 
conflata, ha vero radix per theorema fuperius exhiberi potcfl y & eodem 
calculo innotefeent ipfae b 2c c . At aequationum 


z' 4 - ziz ■ 


'■ //. 


radicei funt 
d 



lS AD D l T A AT E N T U M 

z = — a+;V(a‘-*-b'. Sc 5 = a ±r Va' + c ) 
fivc 

— f;!» *•.*/** 5* — -* + £>» 

qux proinde erunt radices aquationis z>* ~ «>'-*-/&-*-£> cogniia videli¬ 
cet a vel a 1 ex aquatione 


a 6 zZ 4 - '~'Z a ' ■ 


/ 4 

e 1 a 1 


4" 64 

Jam, ut sequat io illa evadat univerfalis & omnibus fuis terminis inftiuft** 
fac * S 3 x - p , eritque 

*4 _4p x J -4- 6 px x -4P 1 * -+-p ~ ex x - zpex -+- pV -4 -fx - fp-i-gr 

item 8c 

* =3 p - ai:V{~e -a*- U, + 7 e - a ^ ] - 

Tandem concinnitatis & compendii gratia, fac 
e s: iq-t-ip' & / =3 Hr ■, 


t»_ 4 px'+ 4 f'x' S3 ijx*-4Pg*-+-a p'q+p' + $rx - Spr-hg, 

X t3 P-tf-+.t'(.p v -4-? —«*-~) 

x t ^(P l 4 - g -i- — ), 

& * =3 (p‘ - 4 - 9 ) « 4 —C-Jx- 1 -. ^ ^ a '- hr '- 

Denique fac 

g s 4*— <f+$pr —p 4 — 2 .p'g, 

& fiunj aequationes praecedentes 


" /1 f) _L 


4 px^iq •+- 8r - 4 - - 

— 4^ X -4^*- 


, 4 f 


' 4 r 


4/’9 


8c 



4 7 


C O L S O N Ai QU A T. C V B I C. fcV. 

& 

«« —W a *+r\ 

•+-J - J 

Scilicet omnia evadunt ut fupra funt pofita. 

§. 3. Hadenus de aequationum cubicarum 8c biquadraticarum refolutio- 
ne analytica. Quoniam autem carundem effeftio geometrica per parabolam 
vulgo tradi folct, & nonnullis in pretio elt, ipiam <ruro*-T uJ?, 8c quidem 
univerfalius non pigebit hic exhibere. 

Data aequatione quavis vel cubica vel biquadratica, inftituenda eft com¬ 
paratio inter terminos ejus, terminosque relpondentes hujus aquationis 


31«" 

II 

r. 

Q 

<] 


A 

— 4 r 1 x' 

+- 2 .S 

— I 

_ It y 

— 9*» 

— s 1 
4- T 

— ¥ 

9 

4- \rs 

— H. 


quo pado facile fatis eruentur ipfaeearum interim una aliqua utcun¬ 
que pro lubitu aflumpta. Tum in parabola quavis data AVB , cujus vertexT au.XIL, 
principalis V, axis VS, & axi perpendicularis VT, capiatur VS ■=:p verfus Fl S' l * 
interiora parabolae, & in angulo SVT inferibatur ST zz q, quae produda 
parabolam fecet in pundis binis N & O. Bifecetur ON in M, & per M 
agatuf MA axi parallela 6c parabolae occurrens in A. Ipfi ON parallela 
ducatur AL, ut fit AL latus redum parabolas ad diametrum AM, fit- 
que haec eadem unitas. In AL (utrinque, li opus elt, produda) capiatur 
AG Z2 r, <Sc a pundo G ducatur GR axi parallela, qua; parabolam fe¬ 
cet in B, a quo capiatur BR ;zs L A noviffime invento pundo R duca¬ 
tur RE ipfi VT parallela & aqualis, quae finiftram verfus jaceat, ref- 
pedu ipfius R, fi q fit quantitas affirmativa, at verfus dextram li q fit ne¬ 
gativa. Atque idem de ipfis AG & BR intelligatur, qua; ad contrarias 
itidem partes duci debent, fi modo valores iptarum r fk s prodeant ne¬ 
gativi. Denique centro E radio EC t deicribatur circulus CKta, 
qui parabolam in totidem fecabit pundis, qUot funt aquationis datae ra¬ 
dices reales. Etenim a pundis illis C, K, Scc. ducantur CP, Kn &c. 
ipfi ST parallelae, & ad redam GR (fi opus eft, produdam) terminat*, 
eritque harum quaevis at, feu aequationis dat* radix quaefita; eae fcilicet 
ad dextram jacentes erunt radices affirmativo, quae vero ad finiftram funt 
pofitae, erunt radices negativae. Pundum contadus, fi quod fuerit, hic 
fumitur pro interfedionis pundis duobus ad invicem viciniffimis. 

Inter aequationes cubicas & blquadraticas ita conftrudas hoc tantum in¬ 
tercedit diferiminis, quod in prioribus, ob terminum ultimum*in proce¬ 
dente aequatione deficientem, 1'emper fit 
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i* 


f - q' -J 1 4- 55 o, 

five 

/ 55 V(S Z 4 -q' - p l ). 

'Igitur centro C & radio 

£B (=: v'(BR?4~ (ER?) ST q - VS q)) 

defcripto circulo CK/Cv, radicum una CP in priore conftrudHone in nHii- 
lum abit. 

Hxc autem dcmonrtrantur ad modum fcquentem. Manentibus jam con- 
ftru&is, <5c producta CP, fi opus eli, donec fecet AM in H, ‘erit CH 
ordinata parabola- ad diametrum AH,£c proinde CH? 55 AL .*AH55 AH* 
ob AL =; i. At CH =5 CP-4- AG, Sc AH s GH+- BP, 8c propterea 

CPf 4- zAG . CP 4- A Cq 55 GB-HBPi 

fied ob naturam parabolae erit AG? 55 GB, unde 

CP? 4- zAG . CP 55 BP. 

Tam a pun&o C ad ipfam BP demittatur norma CD, qux occurrat cti?m 
ipfi EI, ad BP a&ae parallela:, in puncto I. Propter limilia triangula CD.P 

& TVS, erit DP =5 & CD =: . & Proinde 

vc CP 

CPj-4-iAG.CP.s BP= DP-t-BD = -—H-BR —IK, 


CPj4- lAG . CP-CP-BR a —IE. 


Sive 

VS 
"TS 

Aft 

IE? 55 CE? — CI? 55 
CE?_CD?-VT?-zCD.VT 55 
VT?. Cpq zVT?.CP 

ce 9 — -sVr*-™*- “st— 

(ob VT q = STfl _ SVq) 



c 0 L S 0 N jE QU j 1 r. C U B I C. ($c. tp 

S CEg _ CPj 4- CP q - STq -t- 

SVg _iST.CP + i|l2 CP, 
b i 

quae igitur «qualis erit quadrato ex latere 
VS 

CP q -t- iAG . CP _ ~ CP _ BR. 

Atque h«c «quatio ad terminos p , q, r, s , / revocata ipfiflima fit «qua- 
tio propofita. 

Hinc liquet, quod eadem quxvis «quatio biquadratica innumeras per 
parabolam conftruCtiones fortiri poffit, pro indefinito valorc quantitatis 
illius, quam ad arbitrium aflumi pofie jam diximus. Sed cafifs eft fim* 
p lici Ili mus faciendo VS s p =3 o, & migrat conftruCtio, fi rem ipfaru 
ipeCtes , in vulgarem illam , in qua radicum repradentatrices rcCtie CP, 

&c., funt ad axem perpendiculares. AEquatio autem fit 

* 4 - -4 rv ' 3 -4 r * -t- 4 rs - q 2 

•+■ 2-S - 1 q -J l , 

-I -4- 

quae facile conllruitur* ut fupra. 

§. 4 . Sed ne parabolae deferiptio organica difficilis nimium videatur, in 
promptu cft artificium quoddam mechanicum,ope fili penduli pondere inftru- 
fti pera£tum,cujus auxilio quamexadtiffime Sc facillime aequatio noviffima con- 
ilrui poteft, & proinde aequationum quarumcunque cubicarum & biquadrati- 
carum radices inveniri} idque fine ullo linearum du£tu nifi regiarum & circuli. 
Conftru£tio autem, quam appellare libet mechanicam , cft ad hunc modum. 

Contra parietem erectum, vel planum aliud quodvis horizonti perpen-T ac.XIT. 
diculare, ad punftum aliquod F lufpendatur filum tenuifllmum & flexilc Fi S *• 
FP } pondere qiiovis P ad extremitatem P appenfo. In hoc filo notetur 
pun£tum aliquod N, a pun£to fufpenfionis F fatis remotum; vel filo par¬ 
vulus, fi id mavis, innectatur nodus N. Et fumpta utcunque NO pro 
Unitate ad punCtum medium A ducatur (in plano prsediCto) rcCta A(L ho¬ 
rizonti parallela, & utrinque quantum fatis produCta. Hifce generaliter 
paratis, pro particulari jam applicatione fac AQ^ r; ipfis ut 

faepius inculcatum, vel arithmetice vel geometrice, pro dat« cujusvis 
Aquationis exigentia, in «quatione noviffima prius determinatis. Tunc 
acu vel ftylo tenuiffimo, aut etiam cufpide circini admodum gracili, fle¬ 
ctatur filum a loco luo ad punctum quoddam B, ita ut punCtum N cadat 
m noviffime invento punCto Q. In BQ^ab ifto B capiatur BR =3 j, & in 
R ad ipfam BR perpendicularis erigatur ER s q. Verum enim vero ift« 

AQ^ BR, RE, ad contrarias partes ab earum initiis cadere debent, fi 

d 3 ior- 
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forte valores ipfarum r, J, q , prodeant negativi. Demque in pun&o in¬ 
vento E figatur circini crus unum, Sc, ad diftantiam EZ t extenfum, 
agatur crus alterum in orbem, fecumque circumducat filum FZP. Hac 
fili circulatione pondus P nunc afcendet nunc defcendet motu reciproco, 
ut & nodus N nunc fupra re&arn AQ extabit, nunc vero infra eandem 
deprimetur. Quoties autem reperietur nodus ille N in ipfa AQ^, puta in 
pun£fcis D, d, a, abfeindet is re£tas DQ^, aQj quas erunt 

Aquationis data; radices omnes realesj ha; nempe ad dextram erunt radi¬ 
ces affirmativa: , illa: vero ad finiftram radices negativae. Demonftratio 
eft ‘tnanifefta ex praecedentibus, habita tantum ratione parabolas, per pun- 
£ta B, C, c , k , K, tranfeuntis. Nam pofito F foco parabolae, (cujus 


diftantia a vertice eft i* ON,) notum eft quod lineae omnes utFB-*-BQj 
4 

FC -t- CD, &c, eandem ubique conficiant fummam. 

Atque ex principiis hic pontis proclive erit inftrumentum haud incon¬ 
cinnum & quantumvis accuratum fabricari, cujus beneficio hujusmodi 
aequationum quarumcunque radices nullo fere negotio inveniri pofiint, & 
pra: oculis exhiberi. Hoc autem quilibet, fi id curas fit, variis modis pro 
ingenio fuo efficere poteft. St de his jam fatis. 


Ai QUA- 


MO1FRE /EQUJf. RESOL. JNJL. 


U 


AQUATIONUM QUARUNDAM 

Totefiatis tertia , quinta , fieptima, nona , K fuperiorum, ad 
infinitum ufque pergendo , /'# terminis finitis, ad infiar 
regularum pro culicis, qua 'vocantur Car dani, 
refolutio analytica . 

Per AB. DE MOIVRE, R. S. S. 

S it» numerus quicunque, / quantitas incognita, fivc aequationis radix 
quaefita, iitque a quantitas quaevis omnino cognita, live ut vocant 
homogeneum comparationis 3 atque horum inter Te relatio exprimatur per 
aequationem 


» 7 - 


r n n - 1 , nn —- p N 

■ ny -+■ (-) (-) ■ 

2 -3 4-f 7 




4 • f 


a r 


-*r 


5.7 


) ny 7 , 8 cc. =5 *. 


Ex hujus fet iei natura manife (tum e fl:, quod fi # fumatur numerus ali¬ 
quis impar (integer fcilicet, nec refert utrum lit affirmativus vel negati¬ 
vus) tunc feries fponte fua terminabitur, &: aequatio fiet una ex fupra prae¬ 
finitis, cujus radix eft 


I " 


(<) y =3 + 


Vel 

(2) y 7=: t-V<y(\ +ad) + a) — ^ V(V( 1 -+-aa) — a) 
Vel 


-±-aa) + a) 


(?) y - 


V(V( 1 ^ad) — < 3 ) 
Vel 


— rV( I+ ") — 


(4)7 =3 


V(K( I 4 -£*)_*) V(K(i 


Exem- 
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5* 

Exempli gratia, fit hujus aquationis poteftatis quinta 


fj -4- io y' 1 6y' =2 4 

radix invenienda, quo in cafu erit n ^2 f & a :=2 4. Radix juxta formam 
primam erit 

7 a lv<y 17 + 4)-7— - 

^17-4) 

qua in numeris vulgaribus expeditiflime explicari poteft ad hunc modum. 
Eli V'17+- 4 =2 8. 12.31, cujus logarithmus o. POP7164, & hujus pars 

quinta o. 1819433, huic refpondens numerus eft 1. fio3 22! V(y\y 4 - 4)- 
Ipfius vero o. 1819433 complementum arithmeticum eft, 9- 81805-67*cui 

refpondet numerus o. 6*77 22 r ( -— -)• Igitur horum numerorum 

v K 17 + 4 

femidifFerentia 0.4313 z=i y. . 

Hic venit obfervandum quod loco radicis generalis, non incommode iu- 
1 

meretur y 2=J i- Via —-—, quando numerus a refpe&u unitatis, eft 
1 Via 

fatis magnus, ut fi aequatio fuerit 

yy -v- 20 f 1 6y' 22 682, 

erit log. 2 a 22 3.1348143, cujus pars quinta 0.6169628 , &: huic refpon¬ 
dens numerus 4.236. Complementi autem arithmetici 9. 3730372 nume¬ 
rus eft o .236 & horum numerorum femidifFerentia 2 z2 /. 

Atqui praeterea, fi in aequatione praecedenti figna alternatim fint affir¬ 
mantia & negantia, vel quod eodem redit, fi feries obvenerit hujusmodi 


I - vn , ,i - ,9 — nn s , 

”■>+ tt * + ( — } ( TT } y ' 


fS=S )v , &C. = . 


erit hujus radix 


( 1)7 - 2-^(4-l)J 4- — 


3 /(^ — 0 ) 



5 ) 


moiere jE^Ujit. r e s." an a l. 

vel 

W y ~ ~ ■+■ y(aa — i)) -4- i- V(a — y(*a — i)) 


(3 )js - n -i- + i 

y(a - V(aa—i)) z 


V^a^—Viaa -1); 


' ■ ' - - n , -- 

V(a - V{aa -i)) V{a+V(aa -i)) 

Hic autem notandum, quod fi 5 =-* numerus extiterit impar, radici* 

inventa: fignum in ei contrarium permutandum efl. 

Proponatur tequatio 

t 

unde n ?=J f & a ;=e < 5 . Erit radix r=! — V((S V},f) _ z 

Vel , quoniam 6 +■ V =3 1 1 . pitf, erit hujus logarithmus 1 .07^2804 
&CJUS pars quinta o. 21 f2f 61, complementum vero arithmeticum 0.78^20 
^ndfimimaT 1 ^ 0 ™ numcri funt 1 - 6 4 l S & o.(Sopi refpc6Hve, quorum 

V'erum fi acciderit ut a fit minor unitate, tunc radicis forma fecunda 
ut quas propofito eft magis conveniens, prae reliquis feligenda eft Sic (1 
aequatio fuerit* 1 * 


■ 2CJ j -h \ 6 y » 


//. 


7 a -n - + y — ? 2 £) + 1 f ,«i 

1 ^64 40 pS ' i V 64 


4 -optf ' 
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Et quidem (i binomialium radix quintana ullo pa&o extrahi queat, prodi¬ 
bit radix proba & pollibilis, etfi exprefilo ipfa impoflibilitatem mentiatur. 


6 l * -37f j. n. 1 1 , 

' —, radix quintana, eft — — V- 

4 096 n 4 4 


Binomialis vero — * 

61 64 

binomialis — - V —radix itidem quintana eft i-- i-K' . 

64. 4090 1 4 4 


■if» '& 
- if v 


quorum binomialium femifumma eu — 

Si autem extra&io ifta vel non peragi pofiet, vel etiam difficilior vide¬ 
retur, res ubique confici poteft per tabulam linuum naturalium ad mo¬ 
dum fequentem. 

Ad radium 1 fit a zz ^ 0.97312 finus arcus cujufdam, qui proin¬ 

de erit 7 1 9 : 23' cujus pars quinta (eo quod» zZ f) eft 14 0 : 28' y hujus- 

finus o. 24981 es — proxime. Nec fecus procedendum in cequationibus. 
4 

graduum fuperiorura» 
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DE CONSTRUCTIONE PROBLEMATUM 

/olidorum , five aquationum tertia vel quarta pote/latis , unica 
data parabola ac circulo efficienda ; diffiertatiuncula . 

Authore EDM. HALLEY. 

Q uo pacto aequationes omnes cubum vel quadrato-quadratum quantita¬ 
tis incognita: involventes, ope parabolae cujufcunque datx & circu¬ 
li, conitrui poffmt, clare tradit ac liquide demonllrat prECclarus il¬ 
le Cartifius in Lib. III. Geometriae Tuae. Sed primum jubet fecundum 
aquationis terminum, fi adfuerit, tollere, ac deinde redudtx aequationis 
radices regula ibidem expolita elicere. Cum vero operatio ifta nimis la- 
boriola videatur, nonnullis vifum elt conltru&ionem limiiem etiam abfque 
ulla praevia redu&ione comminilci*, inter quos Franciftus a Scbcoten me¬ 
thodum valde facilem ac fimpliciffimam pro conii: ruendis cubicis quomodo- 
libet affe&is prodidiflet, fi modo, expolito principio unde regulam deri¬ 
vavit, Ledboris memoriae, quam plurimis ac intricatis cautionibus obruit, 
melius ftuduiffet. Nuper vero Vir C 1 D. Thomas Baker nollras, integro 
libello de conUrudliombus hifce confcripto, non folum cubicas, fed etiam 
biquadraticas omnes cujufcunque generis unica generali regula complexus 
clt, eamque demonftrationibus ac exemplis per omnes cafus abunde fatis 
iUuftravitj nec non (tib finem modum proponit unde regula ifta generalis 
invefligari poffit. Haud tamen illum ipfum ollendit, cujus ope (uti fuf- 
picor) elavem fuam geometricam catolicam obtinuit, vel, laltem multo 
facilius obtinere potuit. Cumque perplexis cautionibus de lignis -t- - 

regula hiec D. Rubri non minus obnoxia fuit quam illa Scbooteni , ut vix 
ablentc libro conitru&iones illas quis tuto peragat j haud injucundum nec 
tyronibus incommodum fore vifum eft, utriufque fundamentum exponere, 
ac fimul, emendata methodo, in re tam difficili, lucem quantum valeam 
afferre. 

Conftru&io quam tradit Carteftus , qutcqxie facillime radices aquationum 
omnium cubicarum vel biquadraticarum, ubi deficit fecundus terminus, 
eruit, ut nota , fupponi poteftj attamen cum cardo fit a quo fublequen- 
tia perftient, nc differt at mncula haec capite truncata videatur, ex illius 
Geometria defumptam placuit regulam adjungere, pauculis nonnullis in 
melius, uti reor, tranfpofitis. 

Deficiente fecundo termino omnes sequationes cubicas reducuntur ad 
•hanc formam 

z? *. apz. aaq o , 

ac biquadratica: ad hanc 

e i «. 


ADDltAMENtVM 


f? 

z\ *. qaqz. a'r :=3 0. 

(ubi a defignat latus reftura parabolas cujusvis datas, quam in conftru- 
itione adhibere licet,) vel Tumendos pro unitate, ad hanc 

z\ pz. q ZZ o y 

vel ad hanc 

s 4 *. pzz. qz. r o-. 

Tab.XII. Jam data parabola FAG cujus axis fit ACDK.L ac latus re&um a vet i, 
Rg. 3- fiat AC ejus dimidium, ac collocetur femper a vertice A verfus interio¬ 
ra figuras: dein fumatur CD Zl ~p in linea illa AC continuata verfus 

C, fi in aequatione fuerit-/>, vel verfus alteram partem fi habeatur 4 - p- 

Porro e punfto D, aut ex pun&o C fi non habeatur quantitas p, erigenda 

eft ad axem perpendicularis DE «qualis i* q , dextrorfum quidem fi fue¬ 
rit -— q , ad alterum vero axis latus fi fuerit -t-<7 5 ac circulus centro E 
radio AE defcriptus, fi xquatio fuerit tantum cubica, parabolam tot pun¬ 
gis F & G interfecabit quot veras habet radices, quarum quidem affirma¬ 
sse ut GIC erunt ad dextram axis partem, negativos ut FL adTiniftram. 

At fi xquatio biquadratica fuerit, augeri vel minui debet Circuli radius 
AE, addendo, fi fuerit-r, vel fubducendo , fi fit -I- r, ex ejus qua¬ 

drato re£tangulum ar , feu contentum fub latere re< 5 to & quantitate datur > 
id quod nullo fere negotio efficitur geometrice. Hujus vero circuli inter- 
fefbiones cum parabola omnes veras biquadraticas xquationis radices dimif- 
fis ad axem perpendiculis exhibebunt j affirmativas quidem ad dextram 
axis j negativas vero ad fini liram. Totius dcmonftrationem Cauefio ejus 

inventori relinquo. ' ‘ , 

Notandum hic me operam dare ut femper habeantur radices afhmativae 
ad dextrum axis lanis, ut evitetur confufio a pluribus cautionibus, qua¬ 
rum caufa minime evidens eft, neceflario oritura. 

His prxmiffis , ut aditus pateat ad conftru&ionem etiam earum xqua- 
tionum ubi repentur terminus fecundus, confideranda venit regilla pro¬ 
tollendo termino fecundo, ac reducenda xquatione ad aliam, quae metho¬ 
do praecedente conftrui poffit. Omnes vero hujus claffis xquationes eu- 
bicx ad hanc formam 

z\ bzz. apz . aaq ^ o y 
vel ad hanc 
z\ bzz. *. aaq ^ ** 
biquadraticas vero ad hanc 

g,4t 
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z\ bz\ apzz. aaqz, a'r ,s=s o 9 
vel hanc 

z\ bz l . *. aaqz. a'r ;=* 0 , 
vel 

z 4 . bz\ apzz. *. tfV 0 
vel denique ad hanc 
z 4 . bz\ *. *. a>r tz 0 

reduci poffunt: e quibus omnibus, prout lignis +-&-diverfimode con- 

ne&antur* ingens oritur varietas, unde regula generalis omnibus inferviens 
obfcura ac maxime difficilis redditur, nili methodo quam fubjungimus illu- 
ftrata nodifque extricata tradetur. 

Tollitur in biquadraticis fecundus terminus, ponendo x zz z +- i -b li 

fuerit -Him aquatione vel x ^ z -*- b fi fuerit_ b: hinc v_ i b 

1 . 4 4 

in primo cafu, & -H — b in altero sequatur^* & in aequatione quavis pro- 

pofua, fubllituta loco z quantitate aequali prodibit nova cequatio termi¬ 
no fecundo carens, cujus radices omnes x data differentia i* b vel exce- 

4 

dunt vel deliciunt a radice quaslita z. Cum vero in rebus iftiusmodi plus 
exempla quam prxeepta valere fpleant, proponatur una vel altera arqua- 
tio conftruenda. 

Exemplum I. 

z 4 - 1- bz 3 — apzz - aaqz H— aaar ss a. 

Sit 

x - b 'Zl z 

4 

Et erit 

xx - ~ bx -f- -I bb z: zx 

1 1 6 

& 

* $ ’ *> 
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x' — i- bx' 4- ~ b'x - ~ b l ^ z\ 

4 1 6 64 

& 

X 4 - bx* 4- i Mx*- -i £ 5 x -1-£ 4 . S £ 4 . 

8 16 2po 


hinc 


X 1 - bx 1 4- J- bbxx - 

- bbbx 4- 

I 

b\ 

8 

1 6 

2f6 


4- bx 1 - i- bbxx 4- 

1 bbbx - 

I 

b ♦ 

4 

16 

64 


— apxx 4- 

— apbx — 
2 

I 

16 

apbb 

—- 

aaqx 4- 

I 

4* 

aaqb 


4- 


aaar 


;=! £. 4 
e=3 4- bO 

~ - apzz 

sa — 


Harum omnium fumraa fit aequatio nova fecundo termino carens , quae* 

que proinde juxta regulam cartefianam conftrui pofiic, fumendo loco ^ p 

dimidium coefficientis termini tertii per a , fi ve latus redum, divifi, hoc 

cft:_ - i- p' y ac loco ►—dimidium coefficientis termini quarti 

1 6a z x 

per aa divifi, five 4- 4- ^?• Cujus partes figno 4- n ta- 

tac finiftrorfum ab axe, figno-notatas dextrorfum collocanda funt, ut 

habeatur centrum circuli ad conftrubionem requifiti, ac cujus interfedio- 
nes cum parabola, dimiffis in axem perpendiculis, radices omnes veras x 
defignent, affirmativas quidem ad dextram axis,negativas vero ad fiaiftram. 

Cum vero X - ^ ducendo lineam axi parallelam, ad dextrum 


ejus latus fcc ad diftantiam i- 3, perpendicula illa ad hanc parallelam ter¬ 
minata defignabunt omnes radices quantas z , affirmativas ad dextram, 
negativas vero ad finiftram. Radium circuli quod attinet, habetur ille 
addendo partes negativas ac auferendo partes affimativas termini quinti per 
aa divifi, c quadrato lineae AE, a centro invento E ad verticem parabo* 
Ire A du6be : id quod maxima ex parte efficitur capiendo, loco linere A E, 
lineam, quas ad interfebionem parabolae ac parallelae prredibre terminatur* 
ejus enim quadratum omnes termini quinti partes ex ablatione termini fe¬ 
cundi aequationi novae ingeftas complebitur (uti facile probabitur:) ac re- 
.ftac folummodo-ut hujus UneJC quadratum augeatur, 11 in aquatione habea¬ 
tur 


HALLEY CONSTR. PROEL. SOLID. j, 

tm—r, vel minuatur 15 fit+- r, additione vel fubdudione refonguli 
4r, unde conflatur quadratum radii circuli quifiti. 

Hxc , cft methodus inveftigandi regulam centralem D»i Eakeri omnibus 
cautionibus libera ac fatis fecilis* ac fola differentia ex co provenit 
<}uod ego juxta axem, ille vero juxta axi parallelam circuli ejusdem cen¬ 
trum determinat: quodque ego iemper radices affirmativas ex axis dextro 
latere invenio, quas ille nunc dextro nunc finiftro conftituit. 

Aquationes cubicas quod attinet, eae reduci debent ad biquadraticas, 
antequam, eadem regula generali conftrui poffint 5 id quod iit ducendo 
aequationem propofitam 1:1 radicem Tuam tinde provenit requatio bi- 
quadratica in qua deficit terminus ultimus five r : quapropter iublato le- 
cundo termino & invento centro E, circulus ducendus eft per ipfam in¬ 
terlectionem parabola; 6c parallelae ad axem fuperius memoratae j cum fci- 
licet ar iir zz 0 , 8c in nova requatione totus terminus quintus ex ipla 
ablatione termini fecundi oriatur. Conftruenda fit hxc sequatio. 

Exemplum II. 

z} - bzz 4— apz 4— <wq zZ o: 

Quas du&a in z fit 

~ -* bz, 1 4- apjcz. 4- aaqz rr: o. 

Ad tollendum fecundum termiinum ponatur x 4- - b ss z , & fiet 

4 


4 — bx 3 4 - bbxx 4- ~ b' x 

o 16 


-bxK 


■ i bbxx 

4 

apxx 


— b' =; 

2.f6 


- I6 b ' x -~ 34 s - **' 


"64 

1 


~ abpx 4- ~ apbb ^ 4- apzz 
1 

aaqx 4 - ~ aaqb 7=1 4- aaqz 


eft 


In hac nova aequatione, tertii termini femicoefficiens per a divifa, id 
J bb 1 j r 

' J ^ a ~ Pi loco ~ p ufurpanda eft} ac coefficientis termini 

quarti dimidium, divifum per aa , lateris rc&i quadratum, id efl: 
bbb pb 1 ... 1 

i6aa ■*” vicem lpfius j- q in conftru&ione Cartefii fu- 

bit; unde centrum E determinatur. Deinde du&a axi parallela ad diftan- 
tiam ^ b ad finiftrum ejus latus (ob X 4 - i- b 73 z) cujus interfe&io cum 

Parabola fit G y circulus centro E, radio EO deferiptus parabolam fecabit 

vd 
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vel tanget in tot pun&is quot aequatio veras'habet radices : quse qliidem 
• radices, feu z, funt perpendicula de pun&is illis in axi parallelam denuda, 
ad dextram quidem affirmativae, negativae ad finiftram. 

Si in aequatione defuerit terminus tertius, vel quartus, vel uterque, in 
inveftiganda regula centrali nulla omnino obfervanda eft methodi differen¬ 
tia:, fed deficiente quantitate p vel g, deerunt partes illae linearum CD ac 
DE ex quantitate illa aliquo modo dedu&a;, ac procedendum eft cum re¬ 
liquis coefficientibus termini tertii Sc quarti in aequatione nova, ficut in 
piitmiffis exemplis prsefcriptum eft. 

Hactenus Cl. Bakeri methodum generalem pertractavimus, qua quidem 
nulla alia facilior ac paratior expe&anda eft, affumpta ad conftruCtionem 
five parabola, five alia quaevis linea curva, cum lcilicet aequatio ad bi- 
quadraticam afeendit. Etenim dum ha:c feribo mihi’ occurrit regulae cen¬ 
tralis effcCtio geometrica prxter omnem fpem expedita, ac harum rerum 
curio fis abunde iatisfaCtura. 

Tab.XII. Defcripta parabola NAM, cujus vertex A, axis ABC ac latus rcCtum 
4* ci , reducatur aequatio ad hanc formam 

& 4 . az?. apzz. aaqz. a l r . ~ o 


vel ad hanc' - 

z 1 . Izz. apz. aaq :=* o 

E cubica tantum fuerit: dein ad diftantiam BD ducatur linea DH 

axi parallela, ad finiftram quidem fi fuerit-ad dextram fi +- 3, pa¬ 

rabola: occurrens in punCto D > de quo aimittatur perpendiculum in axem 

BD. In linea AB continuata verfus B fiat BK i- a, & ducatur li¬ 
nea DK urrinque interminata. Porro fit KC aAB in axe femper ultra 
K continuato j ac fi habeatur quantitas p figno-affeCta, verfus easdem 

partes etiam fumatur CE ^ vel in contrarias, fi habeatur4-p, ac 

e pun&o E erigatur axi perpendiculum EF (vel e pun&o C fi defuerit 
quantitas p). linea: DK, fi opus eft Continuata:, occurrens in pun&o F i 
quod -quidem circuli requifiti centrum eft, fi defuerit quantitas q. Aft ft 

habeatur 5, fumenda eft in FE, fi opus eft continuata, linea FG i=3 

finiftrorfum quidem fi fuerit 4-g, dextrorfum fi-g collocanda: & pun- 

ftum G erit ccnmim circuli ad conftru&ionem propofitam idonei, ejufquc 
radius, fi defuerit quantitas r, hoc eft fi tantum cubica fuerit, erit linea 

GD-, cujus quadratum in biquadraticis augendum eft, fi fuerit-r, vel 

minuendum h +- r, additione vel fubductionc re&anguli fub r & latere 
*c&o. Defcripto fic circulo, ab interfectionibus ejus cum parabola de- 

mim s 
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ruidis in lineam DH perpendiculis, quae ad finiftram funt, ut NO, radi¬ 
ces aequationis negativas iemper deiignant, qua: ad dextram, ut ML, affir¬ 
mativas. 

Aliter ac paulo fimplicius aequationes cubicx juxta Schociem regulam 
conftruuntur, quaque etiam radices ad axem referuntur: quoniam vero ipfc 
inventor nec modum inveniendi nec demonllrationem inventi exponit, non 
abs re erit ejusdem fundamentum hic adjicere, fimulatque effic&ionem 
geometricam concinniorem reddere, atque cautionibus, quibus implicatur, 
extricare. 

Haec regula derivatur ex eo quod omnis xquatio cubica reduci poffit ad 
biquadraticam, in qua de*ficiet terminus fecundus. Hoc fit ducendo aqua¬ 
tionem propofitam in z, - b zz o , fi fuerit 4- b in aequatione, vel in 

£ +7 b zz o , fi fuerit- b\ 6c aequatio nova produdhi easdem habebit 

radices cum cubica, atque infuper alteram ipfi- b aequalem, fi fuerit 

- b in xquationej vel contra. 


Proponatur conftrucnda 

s? - zSb 4- apz 4- aaq ZZ o. 

Hxc dudta in z 4- b fit 
z 4 - z 3 b +- apz, 1 +- aaqz, 


4- zPb - bbzz 4- abpz 4- aaqb. 


Hic deficit fecundus terminus , ac coefficiens tertii -- bb 4- ap dat 

bb ii 

'- za T ^ Ioco 7 P vcl CD in Confirudfione Cartefti , Sc ex dimi- Fi S- 3 ; 


dio coefficientis termini quarti fit 4- 


1 t>P , 1 

q+- ~ loco — n vcl DE uftir- 

2. za z 1 


panda i adeoque determinatur centrum circuli quxfiti: atque ob datam unam 

ex radicibus aequationis novas, id eft-vel •+- dabitur etiam pun&um 

in circumferentia, id eft radius ejus. Denique deferipto circulo, ab in- 
terfe&ionibus ejus cum parabola demifia in axem perpendicula aquationis 
radices exhibebunt, affirmativas negativas, eadem lege ac fupra. 

Invefligatur autem centrum circuli conftru&ione perquam facili, cete -t ab/ 
rifque omnibus cubicis praeferenda. Dcfcriptx parabolas AMD fit ver-Xln. 
tex A, atque axis AF : ad diftantiam ipfi b aequalem ducatur axi paral- Fl S- l s 

lela DK, ad dextram fi fuerit 4 -b in xquationc, ad finiftram fi- b y 

qua: parabolae occurrat in pun&o D. Centris D & A deferibantur radiis 
aeqalibus arcus occulti utrinque fefe interfecantes, ac per fettionum pun- 
ducatur linea interminata BC, quae medio linex iuppofitx AD per- 
pendiculariter infiftat, & axi occurrat in punfto E. Ab E, inferne qui¬ 
dem fi in aequatione habeatur-p, vcl luperne verfus A fi fuerit -Hp» 

Yom, II. f pona- 
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ponatur EF ^ ~p‘, & cx F (vel ex. E E defuerit p) educatur perpendi¬ 
culum FG, line ce BC occurrens in pun&o G* & in GF produ&a fiat 
GH :zs i-g, dextrorfum quidem fi in aequatione habeatur -g, aliter 

finiftrorfum, applicanda: ac pun&um H erit centrum quasfitum, HD ve¬ 
ro circuli radius, qui demitfis in axem perpendiculis ab interfe&ionibus 
fuis cum parabola, ut LM, radices omnes, ut prius, commonftrabit. 
Quomodo vero conftru&io haec ex praemiflis confequatur, per fe fatis evi¬ 
dens eft, nec opus eft ut in eadem demonftranda- diutius immorer. 

Ne in his edendis fruftraneam navaffe operam , & ex aliorum inventis 
gloriolam captare videar, confulat Le&or Cl. Bakeri librum Anno 1684. 
Londini editum, Sc qux/de hoc argumento fcripfit x-Schooten m commen¬ 
tario fuo in Librum III. Geometrix cartefianx. Brevi concefio otio 
tra&atulum alium de numero Radicum in hujusmodi aequationibus, earum- 
que limitibus, ex contemplatione conftru&ionum praecedentium, aggre¬ 
di ac in lucem proferre ftatuo. 
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DE NUMERO RADICUM 


In aquationibus /olidis ac biquadraticis , Jivc tertia ac quarta 
/ oteftatis , e arum que limitibus , trallatu lus . 

Authore E. HALLEY. 


C um in trachtulo, quem nuper publici juris feci in a&is Philofophicis, 
Num. 188 i methodum aperuiflem, qua problemata folida utcunque 
afteda minimo negotio, unica data parabola & circulo, fimpliciffime con- 
firui pofiint5 fub finem mihi fefe obtulit contemplatio jucunda fatis, nem¬ 
pe ex his confirudionibus numerum radicum in quavis aequatione, earum- 
que limites ac figna facileconfequi ac determinari: quocirca fidem dedi me 
brevi de hac materia difiertatiunculam aliquam feripturum, in qua fi non 
Principibus, faltem fecundae clafiis Geometris,me non ingratum nec irfu- 
tilc prsefiiturum omnino perfuafum habui. 

Propius vero infpicienti mihi compertum e fi, me imprudentem inter ar¬ 
dua geometrica illapfum, ac jam iis tradandis defignatum, quibus olim 
laboravere Viri illufires Harriottus noftras, ac Cartejius j in quibus pari fa¬ 
to utrique paralogismum, (forfan in eorum feriptis geometricis unicum) 
diverfo tamen modo, admifer.e, uti pofthac probabitur: kd Quandoque bo¬ 
nus dormitat. Quapropter agnita rei tum difficultate tum praeitantia, totis 
viribus incumbere ftatui, ne promiflis exequendis impar crederer, ac ne 
geometriae pars tam eximia, tamque parum culta, diutius tenebris invo¬ 
luta lateret j fed ope noftra lucide his paucis expolita daretur. 

Imprimis vero Le&orem monitum velim, quod dum his legendis operam 
dat, oportet Prmdi6tam difiertationem Num. 188. editam, ad manum ha¬ 
bere, ac confirudiones ibidem traditas probe callere $ quia quae fequun- 
tur ab illis maxima ex parte pendent, quas tamen fiic repetere vix inte¬ 
grum elTct. 

. Ex Car te fio 5c ex ibi didis confiat, tam in cubicis, quam in biquadra¬ 
ticis aquationibus, radices exponi pofie demittendo perpendicula in axem, 
datamve diametrum parabola: data:, ab interfedionibus curvas illius cum 
circulo. Cumque circulus parabolam fecans, vel in quatuor vel duobus 
pun&is eam interfccare ncccfie eft, confiat in biquadraticis vel duas vel 
quatuor radices veras, affirmativas vel negativas, femper haberi; uti.etiam 
fi forte circulus illam tangat, quo in cafu aequalitas duarum radicum ejuf- 
dem figni concluditur. In cubicis autem , quoniam una cx interfedioni¬ 
bus ad conftrudionem requiritur, non nifi una vel tres reliquae radices de- 
fignant unam vel tres 5 uti in‘Cafu cdntadus , unde confiat duas aequales 
Aperiri radices, problemaque, unde refultat «quatio, revera planum efie. 

f i Cu- 
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Cubicae itaque omnes, quomodocunque affe&ae, una vel triplici radice 
explicabiles funt, utique femper poffibiles, nempe fi radices negativas pro 
veris admiferis: fed biquadraticae , quarum terminus ultimus r figno—af- 
fettus eft, duabus vel quatuor. Aft fi habeatur -i- r in aequatione, caque 

Tab.XII. tanta fit, ut ^(GDg-tfr), minor fit quam ut circulus, eo radio ac cen- 

Fig. 4. tro G deferiptus, parabolam contingere in aliquo pun&o pofiit, aequatio 
data omnino impoflibilis cft, nec ulla radice negativa vel affirmativa ex¬ 
plicabilis. Sed de his plura in fequentibus. 

Quoniam vero tanta intercedit differentia inter cafus cubicarum 8c biqua- 
draticarum, ut fimul comprehendi nequeant j primum cubicas deinde alte¬ 
ras tra&abimus. Cubicae vero infinitis circulis in data parabola conftruun- 
tur biquadraticae autem unico tantum, faltem his methodis: id adeo quia 
ponendo z, _e, five indeterminata aliqua, aequalem nihilo, aequatio cu¬ 

bica reducitur ad biquadraticam eafdem radices cum cubica habentem, at¬ 
que infuper aliam ipfi e aequalem j unde fit ut tot circulis diverfis conftrui 
poffit cubica, quot imaginari velis quantitates e, id eft infinitis. Intec 
has vero conftruftiones, illa quam fuperius (§. ult.) dedi, longe facillima 
eft Huic tamen non multum cedit alia, quae ad enucleationcm numeri 
radicum, carumquc limitum magis accommodata videtur, quasque ortum 
trahit ex ablatione fecundi termini, ponendo modo vulgari x z=l z, -±- xc 1 — 
T ae. tertia parte coefficientis termini fecundi. Haec autem cft. Data parabola 
xm. ABY ejufque vertice A, axe AE & latere redo a , reducatur aequatio ad* 
Fi S- formam confuetam, id eft 

s*. lz r . apz, aaq ~ o. 

Deinde ad diftantiam ~b ducatur axi parallela BK, dextrorfum quidem 

fi fuerit +- aliter fi ni ftrorfum, parabolae occurrens in B j ac lineae fup- 
pofitae AB erigatur perpendicularis utrinque interminata DP , axi occur¬ 
rens in pundto G. De B in axem demitte perpendiculum BC, & lpfi' 
AC fiat GE femper aequalis, ac verfus inferiora ponatur. Ab E fiat 

EH ^ i p 9 furfum quidem, fi in aequatione fuerit 4-p, deorfum vero 

fi_p, ac e pundbo H (vel ex E fi* defuerit quantitas p) educatur per¬ 

pendiculum HQ^interminatae DP occurrens in pun&o O. Denique in li¬ 
nea HQ. interminata , fiat OR :=! ~ g, ab O dextrorfum fi fuerit- q> 

finiftrorfum fi+-g, collocanda: ac circulus centro R, radio RA deferip¬ 
tus tot pun&is fecabit parabolam, quot aequatio propofita veras habet ra¬ 
dices > e seque erunt perpendicula ZY a punftis interfc&ionum Y in axi pa¬ 
rallelam BK demiffaj quarum quae ad dextram lineae BK affirmativae funt, 
ad finiftram negativx. . 

Hujus conftrui i onis commoditas in eo confiftit, quod circulo per ver¬ 
ticem tranfeunte peragitur, perinde ac fi defuiffet fecundus terminus 5 ideo- 
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que ad radicum numerum determinandum, fufficit loci five linex curvx 
proprietates perfpeCtas habere, qux fpatia diferiminat, ubi fi ponatur cen¬ 
trum circuli qui per parabolas verticem tranfeat, circumferentia ejus vel 
uno vel tribus aliis punCtis eam fecabit; hoc elt linex curvx, in quam 
incidunt centra omnium circulorum per verticem tranfeuntium ac deinde 
parabolam tangentium, naturam definire. 

Locus autem ille elt parabolois, quam cum C/. Pf r alliJio fcmicubicalern 
appellare licet, five in qua cubi applicatarum ad axem funt inter fie ut 


quadrata portionum axis. Hujus latus re&um eft % lateris re&i datx 

o 

parabolx, vertex vero punCtum V exiftente AV dimidium lateris reCVi 
ejusdem parabolx. Hoc eft, fi ponatur unitas pro latere reCto datx pa¬ 
rabolx, —cubi ordinatim applicatx aequabuntur quadrato partis diame¬ 


tri, five cubus ex ^ VH quadrato ex HR, fi fcilicet R fit centrum cir¬ 
culi qui per verticem parabola: tranfeat, eanique deinde contingat. Hac 
eft curva illa quam primus mortalium Nelius noftras reCtx datx squalem 
demonftiavit, eaque occafione apud principes Geometras dudum celebris> 
ejulque proprietates Cl, Wallifius fub finem libri de Cijfoide , & Hugenius 
Ptop. 8. & p. de linearum curvarum Evolutione , aliique acri ingenio diiqui- 
fivere, quorum ficripta confulat LeCtor. Hxc curva utrinque ab axe pa¬ 
rabolx deficripta, id eft VNL, VPX,fipatium compleCtitUr,in quo fi po¬ 
natur centrum circuli, qui per verticem A tranfeat, interfecabit ille pa¬ 
rabolam in tribus aliis pungis 5 fpatia vero ab axe remotiora centra prx- 
bent circulis non nifi uno prxter verticem punCto parabolam fecantibus. 

His probe intellectis, jam ad determinandum- radicum numerum accingi¬ 
mur. Ac primum deficiat fecundus terminus j fitque lutus reCtum- 1, vel 

AV — j in conftruCbione V^H eft — p, HR vero — q 3 cumque fi 


fuerit -1- p , ab V verfus fuperiora ponenda, fit — p , centrum 

circuli extra fpatium LVX femper conftituitur} ideoque una tantum radi¬ 
ce explicabilis eft, affirmativa fi- q , negativa fi 4- q: qux quidem ra¬ 
dices Cardam regulis inveftigantur. Si vero fuerit-p, VH zs ^ P 

inferne ponitur, ac fieri poteft ut HR cadat inter axem & curvam VX vel 
VL, fi fcilicet cubus ex — VH, five §x ~ p , major fit quam quadra¬ 
tum ex — g, five J- p? major quam — qq , quo in cafu tres dantur ra¬ 
dices, dux negativx, fi fuerit-g, ac una affirmativa earum fummac 

f £ xqua- 
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aequalis; vel fi +-g, dux affirmativa unaque negativa. Quod fi mi¬ 
nor fit quam i- qq una tantum rcperitur radix, affirmativa fi —~g, ne¬ 
gativa fi 4- q. Atque haec paffim docentur ab iis qui hanc geometriae par¬ 
tem tradarunt. 

Jam adfint omnes termini, ac primum poponatur, e. g. aequatio haec 
z 1 - zlb +- zp -- q ~ o$ 

cui etiam Figuram 1 . adaptavimus. In cujus conftrudione BC :=3 — b 

VG 3 ~ AC s ~ bb,Vl~bb, VH ~ib — ~P,GH~bb-~f 

vel ~p -- bb, hinc HO ss ~b } - ~bp,vcl ~ bp - ~b*,»t- 

que HR, five diftantia centri circuli R ab axe, eft fcmper differentia in¬ 
ter ~ bp & •— 6 * -+- •— q ■, quae fi aequantur, centrum cadit in axej fi 

i- bp major fit quam ^ b' 4- - q ad finiftram axis, fin minor ad dex* 

tram. Si itaque cubi ex i VH, (hoc eft ex ~ bb - quam nomi¬ 

nemus d ) latus quadratum five Vddd , majus fit quam HR, five differentia 
inter ~ -f- i- q Sc i- bp j reperitur centrum R intra fpatium NPV, 

paraboloidibus VPX, VNL, ac reflainterminata DNP,circumfcriptum; 
ac proinde circulus parabolam fecabit in tribus pundis Y, Y, Y, ad dex 
tram lineae BK fitis, atque adeo aequatio tres habet radices affirmativas. 
Centro vero extra hoc fpatium NVP conftituto, non mfi una radice affir- 
mativa explicari poteft. Hic obiter notandum redam DP paraboloidem 

VPX tangere in pundo P, exiftente EP « , alteram vero VNL 

fecare in pundo N, ita ut demiffo in axem penpendiculo NF, VF fit 

pars quarta ipfius EV, five ~ bb, NF vero ~ b\ VW autem, qux e 

pundo V axi perpendiculariter ereda linex DP occurrit in W, xqualis 

eft -i bi five i- EP. 

f4 i j 

Hinc tuto concluditur, fi in aequatione vel p major fit quam ~bb, vel 

q nia - 
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<2 major quam F ^ non nifi unam camquc affirmativam jradiccm repcriri. 

Fallit itaque regula Cartefii (Edit. Amft. 1 6yp. pag. 70.) ubi tot veras 

dari radices quot lunt in aquatione mutationes lignorum +- &_ pronun 

ciat, fruftra etiam in commentariis fuis fphalma hoc excufante Schovenio 
Fangi enim po/Tunt infinite plures aquationes praecedentis formula; tres fi- 
gnorum mutationes habentis, qua; unam tantum , quam qua; tres habeant 
radices. Propofit 10 etiam quinta fettionis quinta Artis Analytk* Harriotti No- 
u . n 18 . Numerof* foteft. Refol. Fiet a , vix fatis firma cft, cum 

ex limitationibus quas ibi pofuerunt, toti parallelogrammo PIV W id con¬ 
veniat, quod foli fpatio NVP jam competere probavimus, hoc elt ut 
centrum praebeat circulo tribus aliis pun&is, praiter verticem, parabolani 
lecante. r 

Quantitas autem q , five terminus ultimus, datis b & p ea lege ut 
P minor fit quam ~ bb , accurate limitatur ex procedente oquatione 

Vddd ~9) ±r b P> cum fcilicet circulus parabolam contin- 


V ddd at 


Vddd b'+- ~q) +r bpi cum fcilicet circulus parabolam contin¬ 

gat. Itaque ~ q minor efle debet quam ~ bp— ~ b' +- Vddd i at 

fi p major fuerit quam i- bb , majorem etiam efle oportet ~ q quam 
1 , 1 , 

Jjp b P -ne-cadat centrum in fpatiolo NVW. Atque 

his conditionibus aequatio femper triplici radice explicabilis erit aliter 
nonnifi una. Semper vero, five tres five una, affirmativo funt, ob po¬ 
litionem centri R, ad dextram linea; DP. r 

Atque hic efl cafus maxime difficilis, ita ut quicunque promifla bene 
calleat, fcquentia facili negotio intelliget. Detur jam aquatio 

z? - bzS -i- pz> +- q 0, 


Mic ut tres habeantur radices, oportet centrum circuli alicubi intra fpa- 
tium PNa, re£tis PN, Pa, & curva paroboloidis Na, definitum, repe- 

riiij quapropter cum EF fit e) ~bb 9 p minor efle debet quam *-• bb: 

jam ad determinationem quantitatis q , exiflente d zz ~bb _~ p ut 

9 3 

antea , Vddd q— bbb - bp femper major efie debet quam q 5 ut 

conftituatur centrum circuli in fpatio praeai&o PNA: quod cum fit, xqua- 
1,0 talis duas habet radices affirmativas ac unam negativam. Si vero p 

major 
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major eft quam ~ bb 9 vel i- q major quam Vddd +- ~bbb -~ bp , 

non niil una eaque negativa radice explicabilis eft. 

Proponatur jam aequatio 
x? - bzl - pz, - q ^ o. 

Uthsec aequatio tres habeat radices, oportet centrum circuli alicubi inveniri 
in fpatio indefinito, inter redtam DPD &C curvam paraboloidis PX j hic quan¬ 
titas p non eft obnoxia limitationibus, ~ q vero femper minor efie de¬ 
bet quam Vddd - i bbb - ~bp, pofito d a j- bb 4 - ~ p. Hoc 

padto duce dantur radices negativae, ac una affirmativa, aliter vero q 

major fit quam Vddd - ^665 —— JT ^P j po^ to d ;=3 ^ bb -r~ ~ p • 

unica tantum affirmativa exponi poteft. 

Quarto loco fit aequatio 


qux duas affirmativas habet radices ac unam negativam fi centrum circu¬ 
li reperiatur in fpatio indefinito inter redas Pa, PD, ad curvam parabo¬ 
loidis aL; hoc eft, (pofito d s: '.i-66 +- fi q minor fit quam 

+. Sbbb.+- ~bpi fi vero - g major hac quantitate fuerit, una 

ta ^Ttu“ S ammsquatfones reliquae, in quibus habetur+- 5 , quoad li¬ 
mitationem numeri radicum non differunt a prxd.&s, fi fignum ternum 
ultimi mutetur, fervato figno termini tertii} qua; vero affirmativae erunt 
radices in illis, hic fiunt negativi, & vice verfa. Sic in iquatione, 


una vel tres erant affirmativse radices5 in hac vero. 


vel una vel tres negativas funt, fub iifdem conditionibus 5 nulla vero omni 
no affirmativa. Sic in 

tP +- W +- p* —— q ~ °i A 
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te fune negativa; & una affirmativa, fi p minor fit quam -bb, aci- o 
ii 5 i 

minor quam Vd 1 +- ~ bp, quemadmodum in 

- bz x 4 - pz 4 - q ~ o, 

dux erant affirmativae & una negativa ; excedentibus autem leses rrx- 

fcnptai -,p vel q, una tantum hic cft radix affirmativa, qu* ,b,legativa 
erat. Pan modo in ^ negativa 

z? 4 — - pz +- q =} o, 

vel dux funt affirmativas ac una negativa, vel una negativa tantum. De¬ 
nique iisdem de cau/is in xquationc 


S J +- bz' 


■ pz - q. 


dua: fuit negativ* & una affirmativa, vel una affirmativa tantum, auibua 
in xquatione A > quiuui 


«i 5 - bz. x 


- pz, 4 - 


dux erant affirmate & una negativa, vel una negativa tantum, nempe 
prout — q major vel minor fuerit quam V d l +- — i* +- I_ bp. 

ipl^lutirc: fifu^t rtiUS ’ Ce,m ' Um ^ cadit in ««* 


z' 4 — bz*. *. 4 - q , 

poteft radix , fi- b, affirmativa} fi+- 5 , negativa. At 


. —— Bz\ *. 4 - 


4 - B*\ * __ q 9 

dux pofiunt efie affirmativ* ac una negativa in priore, vel una affirmati- 
a & duae negativa; m pofteriore, cadente centro in linea Pa inter P ac a, 

, Tm - IL g hoc 
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hoc eft fi ■— q minor fit quam Sin major fuerit, una tantum ne- 

4 z "7 

gativa in priore, vel una affirmativa in pofteriore, dari poteft. 

Ha&enus numerum radicum in cubicis aequationibus plenius affequuti 
fumus, reftat ut nonnulla adjiciam de quantitate radicum. Hic primum no¬ 
tandum quod omnis aequatio tres habens radices ope tabulae finuum, tri- 
fedtione fcilicet anguli, fatis expedite refolvi poffit 5 ponendo fcilicet 

£ bb — ip), vel /4^, fi fuerit 4-p in aequatione, vel|/( ~bb+- £p), 

fi-p, pro radio circuli; angulum vero trifecandum qui {Inum habeat 

Zb 3 

in tabula finuum iZ---. Invento hoc angulo, finus tertiae pnr- 

Va i 

tis ejus, ut & finus tertias partis complementi ad fenaicirculum , eorum— 
que fumma, ex tabula finuum dabuntur. Hi vero finus in radium 

|/( i bb +7 i p) ducendi funt, Se habebuntur quantitates(Y&?, Y&?, Y&y 
9 5 

ift Fig.) quarum Sc — b vel fumma vel differentia, prout cafus poftulat , 

veras radices aequationis exhibebunt. Hjec omnia ex inventis Cartefii de¬ 
rivantur. Ut vero cafus omnes, quantum fieri poffit , breviter comple¬ 
ctar, dico quod centro R, in prima aequationum formula, cadente in {pa¬ 
tio VGP, fe&iones duae Y, Y> cadunt inter A & B, ac proinde utraque 

ex minoribus radicibus minor eft quam tertia autem & major fem- 

per {uperat £, fuperatur vero a b. Quod fi cadat in fpatio GNV, duas 

majores funt quam •—‘5, minores vero quam tertia vero eft B — - 

duabus alteris, ac proinde minor quam ^ b. Sed adhibita limitatione 
quantitatis p, ardioribus terminis radices includuntur. Maxima enim radix 
minor eft quam V(^bb— i-p)+- major vero quam V(~hb—p)+- 

at cum ~ BB minor eft quamp, limes ille fit /( ^bb - ~ p) +- ~ b > 

radix media femper minor eft quam V(^bh -p) 4 - •— b ; major vero 

4 z 

quam — i- p)j hunc vero limitem nunquam excedit radix 

minuna> fed cum quantitate q evanefeit. 
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In fecunda formula prasfcriptis legibus duae funt affirmativae ac una ne- 
gativa, ac cadente centro in ipatio GPJE, altera cx affirmativis major eft, 

altera minor quam major vero non excedit negativa autem major 

non effe poteft quam V ~bb - ~b, eft autem differentia ipfius b Sc 

fummae affirmativarum. Centro autem in fpatio EGNa pofuo, utraque 
affirmativa major eft quam i- b, minor vero quam V i bb +- JL b, nega¬ 
tiva vero femper minor eft quam i b. Limites autem propiores ex data 

P evadunt, radicis quidem maximas affirmativa: ~bb -p)-f- ?-b, qua 

4 2. 

femper minor eft, ut & major quam V(~bb -— p) +_ JL hoc ta¬ 

men limite minor eft altera affirmativa, quas cum quantitate q minuitur. 
Negativa vero femper minor eft quam V{~bb -ip)_ L b y ac de¬ 

ficiente quantitate, q evanefeit. 

In tertia formula duae negativas funt ac una affirmativa: in hac, ut & 
in quarta, radices non limitantur a quantitate b affirmativa vero femper 

minor eft quam V{ £ bb 4 - ~p) +- £ b , major tamen quam |/(p-H ~bb)+- ~b % 

Maxima vero ex negativis femper major eft quam V( i- bb 4- i-p)_i b, 

minor vero quam v\'p 4- ~bb) -£ b. Minor autem cx negativis fem¬ 

per minuitur cum minuta quantitate q. 

In quarta formula cadente centro intra fpatium LaPD j fi duse fint affir¬ 
mativa: ac una negativa, maxima ex affirmativis major efie nequit quam 

+- ~ b, nec minor quam V{ £ bb +- i- p) 4 - i* b $ minor 

vero radix ab hoc limite minuitur, minuta quantitate q. Negativa autem mi¬ 
nor eft quam V( ~bb-t- £p) — i- b\ major vero quam V(p-\- ~bb)— “ b . 

Notandum vero hic radices negativas ubique figno affirmativo notari, 
quia has funt radices affirmativas quatuor asquationum illarum, in quibus 
habetur 4 - b , ac q figno contrario notatur j ut fupra monui. Horum, om- 
nium dcmonftratio ex eo confequitur, quod ubicunque centrum circuli R 
incidit in lineas curvas VPX, vel VaL, circumferentia ejus parabolam 

tangit in pundto, cujus diftantia ab axe eft V £ VH, eamque fecat cx 

g i alte- 
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altera axis parte, ad diftantiam iV~VH ; cum vero centrum cadit in* 

lineam DPD, altera ex radicibus fit =3 0, ac proinde cubica reducitur ad 

quadraticam, five ad z, x -0, cujus radices limites defignant, 

ubi evanefeit quantitas (j ac quo minor eft q , eo propius ad has limites 
accedunt radices. Quadratica eft etiam cum centrum cadit in axe i hoc 

eft, cum ~ ~bp — ~ b>, in prima formula; vel '~<1~ ~i*— ~bp- 

t r i - 

in fecunda; in tertia impoflibile eft; at in quarta cum ^P > 

quo incafu minor ex radicibus affirmativi* eft i- b, major ^ bb*-p)+- 

negativa vero V{ ~ bb +- p) - ~ b. In prima radices funt ~ b , & 

l-B+;V(?~hb —p). In fecunda vero formula, ~ & V(~bb—p)-\- b , 

3 ^ 1 1 

funt affirmativae : negativa autem y/(~bb - p )-~ b. 

Atque hjec in cubicis fufHcere polle videntur; ob eximium vero ufum 
methodi, qua ope tabulx finuum radices harum aequationum inveniuntur, 
placuit unum vel alterum exemplum adjungere, ut p saxis illius compenr 
dium inde innotefeat. 

Proponatur xquatio 

z' - 3ps> 1 +- 47P^ - 1881 zz 0} 


(juicruntur radices jc. V(~bb - ~ p) =s Vs>~ =3 Vd, cujus duplum* 

y 1 7 L radius eft circuli; $c 

V 3 


J; 53 4- L q — ~ 5 p 

27_ z 6 

Vd' 


21 97 


P4°r 




1 . 1 


iive -^ 4 — c ft (i nus tabularis anguli, hoc eft, fafta divifione ope lo* 

garithmorum, Log. p, pzpiytfo, cui refpondct angulus pjgr. ip m. n ~ s- 

Hujus 




HA L L ET DE NU M. RADIC. A3c. 5? 

Hujus tertia pars ip^r. 6 m. 24 s. & complementi 40 gr. 73 m. 3 6 s. (Inus 

dant Lqg. p. f 14P83, 8c p. 81601 1, qui du&i in radium v'37 i- producunt 

Y&?, & Yfcf, Log. 0.301030. =3 2, & Log. o.W« 4, tertia 
vero Y , aequalis eft eorum fummae five 6. Ideoque radices funt 

M - 4 — 1 3 - 1 5=3 ii>Sc 134-6=3 ip, cx quibus fingu- 

lis conflatur prcdi&a aquatio-. Ubi notandum duas minores radices non 

excedere 7 b vel 1 3, quia centrum R in conftru&ionc cadit ad dextram 

axis, id eft >5- bp minor eft quam b l 4- i a. 

6 27 2. x 

Exemplum alterum fit 


& quaerantur radices. 

v(~bb 4- i-p) w « Vd , 


& radius circuli 1^407 


I . i7* >H ~ \ bpJr ~ 7 q --4-itft i 


101 — v' 101 ~ 

3 3 


"“T-- J=3 Anui tabulari arcus, cujus Log. p. P736426, & arcus 

roi — V 101 ~ 

. „ 3 3 

ipic 70 gr . 14 w. 22 r. bujus pars tertia eft 23 gr. 24 w. 47 s. & comple¬ 
menti 36 gr. 3f w. 12 ~ s-, quorum finus Log. funt p. fpp 183,& p.777177,. 

quibus addito Log. ^407 i*, fiunt Log. o. P0308P =3 8, & Log. 

i. 079181 12, & eorumYumma :=J 20. Hinc concluditur 20 4- i* £ , 

3 

vel 27, aequari radici affirmativae, & 8 & 12— five 3 &7, nega¬ 
tivis. Quod fi aequatio fuiflet ^ 

* r +- 17** - 22PAT 4- 727 =3 0,. 

3: & 7 fuiflent affirmativae* 27 vero negativa. Ceterae autem cubicae, uni¬ 
ca tantum radice explicabiles, juxta regulas Cardam refolvendae funt, poft- 
quam demptus fuerit fecundus terminus y nec video quo pa&o minori calcu- 

g ? 1° 
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lo hoc negotium peragi poflit. At fi defideretur radix hasc in quantitati¬ 
bus b , p, q , exprefla, dico eam effe in prima formula, ~ b +- vel —— 
fumma vel differentia radicum cubicarum ex 

yrlqq - b\- ltpq+- ~ p'j +7 -C> 4 - ~ n _ Z-hp: 

108' 27 1 6 * ZJ*'~ZJ Z 1 6 * 

id eft 4 -, fi -J- i- q major fit quam i- bb 9 aliter --; fumma vero 

quoties i- bb major eft quam p; fin minor fuerit i- bb , differentia. In- 

que ceteris formulis radix femper conflatur ex iisdem elementis, variatis 

tamen fignis -t— &-, ut facile percipiet qui velit experiri. 

Ope vero tabulae logarithmicx finuum verforum radices hae fatis promp¬ 
te inveniuntur; nempe fi coefficientes numeri fint lurdi vel fradti, ac ra¬ 
dices numeris ineffabiles; ut plerumque fit. Haec autem eft: regula: in pri¬ 
ma ac fecunda formula, fi ~bb minor fit quam p 5 fit ~p — bb tU */, & 

pofita differentia inter ~bp&C ~b’-h ~ q, hoc eft: HR, in prima, ac in- 
r 6 zj z 

ter i-5p4- LqSc ~b\ in fecunda, pro radio; inveniatur angulus cujus 

6 2 47 

tangens eft: dVd. Deinde ut co-finus hujus anguli, ad ejusdem finum ver- 
furn, ita differentia pro radio habita, ad quartum; cujus latus cubicum 

trifecando logarithmum habebittir: ac divifo ~ p - ~ bb per hoc latus 

cubicum e quoto fubducatur divifor, refiduum erit quantitas Y£s?. Hujus 

refidui ac ~ b fumma, fi centrum cadit ad dextram axis, aliter differen- 

? 

tia earundem, radix erit quiefita. Quod fi — H major fit quam p, pofito 
HR pro radio, fit dVd y five diffantia paraboloidis ab axe, finUs arcus cu¬ 
iusdam. Hujus finus verfus ducatur in radium five ~bp— ~ b' ±7 ac 
J 6 27 2 

trife&o produ&i logarithmo, habebitur ejus latus cubicum, per quod di¬ 
vidatur ~ bb -- ip. Dico quoti ac diviforis fummam eadem lege addi- 

P 3 

tam vel ablatam ex y 6 , radicem quaefitam exhibere. Ac par eft: ratio 

in tertia ac quarta formulis, nifi quod ~ 6 5 +- y'5p t ~ 9 pro radio ^ 

7 1 fu- 
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fumenda eft, ac ~ hb +- I p in V( ~ bh +- Lp) five dVd pro fmu. Sed 
hasc prascepta exemplis fortafle melius percipientur. 

Sit aequatio cubica, 

- i 7zz +- HZ -- 370, 

ac quaeratur radix z. Hic major eft quam p, fed j major eft quam 
cubus ex i-£, idcoque una tantum affirmativa radice explicabilis eft. Jam 

289 74 _ 12T i 

~ citfi', ac —j*. y —i. p ro £ nu habenda eft, ad radium 

+■ l 7 S - *f 3 > hoc eft ~~ : arcus vero competens fit 1 y gr. 3 

rn. 49 j Huius finus verfiLog. 8. f 362375, additus Log. Radii 2. 3097913, 
dat o. 8477889, cujus tertia pars 0.2819276 eft Log. radicis c.ubictc 

i.pi}P 4 > quo divifore divifo, ^ five*', fit quotus 7. 37281 * quoti ac 

diviforis fumma, au£fri additione ►— fit radix quaefita, nempe 14. 9734, 

&c. 

Exa&is cubicis biquadraticas jam aggrediamur. Haec femper vel nul¬ 
lam , vel duas, vel quatuor radices veras habent, quarum determinatio, 
partim a cocmcientibus, partim a figno & magnitudine numeri abfoluti 
dati , pendet. Harum omnium conftrutStionem generalem fuperius fatis t* 
concinnam podidi, quam le&or jam vidifle fupponitur. In conftrudlione x iVr. 
xquationis Fij. 

— bz} 4 - pzz - qz 4 - r zz 0 > 

fit BD s *—AB ;=} •--£&, BK zzi —*, five dimidio lateris re&i , 

KC s iAB =; Ijfi, KE 3 i-If— JL« AE sa - s i«S- ~-P, 
o . 8 2 1 5 2 16 2 

~ - T ac ^ ^ ^ bp +- -5- quo fa&o cir- 

10 4 16 4 r 2 

culus, centro G, radio ^(GD 1 -r), interfecabit parabolam vel nullo, 

duobus, aut quatuor pun&is, quae perpendiculis in lineam HD radices 
omnes £ exhibent. Ut autem quatuor iint, evidens eft centrum circuli 
a licubi conftitui debere intra fpatium, de cujus puntfto quovis tria per¬ 
pendicula in curvam parabolas demitti poffint j atque fimul radium mino¬ 
rem 




additamentum 


r* 


T A B. 

XIII. 
Fig. 4» 


Fig. i» 


Kin efie maximo ex illis perpendiculis, majorem vero medio. Quod fi cen¬ 
trum conftituatur extra hoc fpatium, ut non nifi una perpendicularis in 
parabolam demitti pofiit, qua major fit radius j vel fi minor fit media ex 
tribus perpendicularibus, major vero quam minima ex illis, duas tantum 

poffunt efie radicesj nulla vero omnino datur, quoties raditis ^(GD*-r), 

minor eft minima ex tribus, vel una illa, quoties una tantum eft. Jam 
quale fpatium hoc fit, quibusque limitibus difeernirar, ac quibus condi¬ 
tionibus radius circuli minor vel major fit prxdiftis perpendicularibus, no¬ 
bis reftat inquirendum j ac primum quo padto peq>end-iculari$ in parabo¬ 
lam demitti pofiit oftendendum eft. 

Sit ABC parabola, AE axis ejus, AV femi-latus re&um, G punitum 
de quo demittenda eft perpendicularis. Ducatur axi perpendicularis GE, 
ac bifecetur VE inF, £c ereita perpendiculari FH ad idem axis latus * 


fiat FH e=j i- GE 3 dico quod circulus, centro H, radio HA deferiptus, 

parabolam interfecabit in punitis tribus, vel uno, Zj ad quas duitx reitae 
GZ curvse parabolicas pendiculariter infiftunt. 

Ut autem tres fint hujusmodi interfedliones, oportet centrum circuli H 
ita collocari, ut fit intra fpatium paraboloidibus inclufumj hoc eft ut FH 

minor fit quam V VF J , five FH* minus quam cubus ex ~ VF : atque 

8 i 

adeo GE :=3 4FG, minor erit quam \V VF 3 , five 4 V ~ VE\ hoc eft 


quadratum ex GE minus erit quam ~ VE J : coincidunt itaque hi limites 
cum paraboloidibus duabus ejusdem generis cum iis, quibus in cubicis ufi 
fumus, fed quarum latus rcitum duplo minor eft3 id eft ~ lateris redti 


parabolae, hoc eft ipfius AV: ideoque ea ipfa eft linea curva cujus evo¬ 
lutione generatur parabola, fic demonftrante Hugenio > quamque femper con- 
fig q tingit linea DF, quae parabolas perpendiculariter infiftit in pundto D. 

S ' Pun&um autem P, five in quo contingit re&a DF paraboloidem, centrum 
eft circuli, qui radio DP deferiptus cum parabola in pun&o D coincidit, 
five ejusdem curvitatis eft j ut per fc fatis conflat. 

Deicriptis itaque hujusmodi paraboloidibus VXP , VNa, utrinque ab 
axej perfpicuum eft quod, nifi centrum circuli conftituatur intra hos li¬ 
mites , non pofiit ille pluribus quam duobus in pundtis parabolam interfe- 
care: unde determinare licet quibus fub conditionibus cocfficientes termi¬ 
norum intermediorum coercentur, in aequationibus biquad ratio is, ut habean¬ 
tur quatuor radices. Ac prima fronte clarum eft p majorem efie non pofle 

quam (fcilicet in formulis ubi habetur 4 - p) nec q quam Ge¬ 

ne- 
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ncralitcr vero ~ L id e ft diftantia centri ab axe EG, 

minor efle debet quam EH ^ 4^-IVE» hoc eft fob VE— J-bbZL~ p) 

17 v 16 • z 

quam (*-* bb+- *~p) V( *- bh+r ~p)\ (ignis & -in dubio reli&is, 

4 5 16 6 7 

ut fecundum aequationis cujusvis naturam variari poflint; quemadmodum 
in cubicis fuperius oftenfum eft. 

Termini autem ultimi r limitatio eadem facilitate inveniri nequit 5 id adeo, 
quia problema eft folidum, in curvam parabolae demittere perpendicula¬ 
rem , quodque non fine folutione aequationis cubicae refolvi peteft. Ita¬ 
que primo loco deficiat fecundus terminus, vel, fi adfuerit,tollatur, uc 
«quatio habeat formulam, 

£ 4 . *. p&\' qz. r. ss 0. 

Ac li fuerit-r, femper duabus vel quatuor radicibus explicari poteftj 

ut autem quatuor fint,oportet centrum circuli intra paraboloides prardifbas 

conditui, five ut fit- p , ac qq minus quam £- p } , five cubo ex i* p. 

Deinde habeantur radices aquationis hujus 7*. *. ~ py ~ q ~ 0 , quan- 

a 4 

titatibus p 6c q iifdem fignis annexis quibus in biquadratica. Har autem 
radices auxilio tabula: finuum latis expedite inveniuntur. Inventis autem 
tribus illis7, (qua: funt ordinatim applicata; ad axem parabolae, depun¬ 
gis ubi incidunt perpendicula in curvam ejus, fcilicet ZY ( Fig. 4.)) 07—37*. 

cx minore^, quantitatem maximam rdefignabit, fi fuerit-r> qua (I 

minor fuerit r, aequatio quatuor habebit radices, aliter duas. Aft fi fue¬ 
rit +-f, oportebit cam minorem efle quam 3y 4 — pyy ex media7, nam 
fi major fit, non nifi duas habere potefl: radices, faltem fi minor fit r, 

quam 37«- pyy ex minima7. Hac vero fi major fit, nulla omnino radice 

vera explicabilis eft «quatio. Hi vero iidem limites aliter defignantur cx 

quantitate q, fcilicet ~ 57-7^ in prima cafu,7 4 — ~ qy in fecundo, ac7*+- ~qy 

in tertio. 

Fieri autem potefl ut duae minores quantitates 7 non longe dident ab 
invicem, unde evenit quod utraque ex perpendicularibus major fit <^uam 

rcfta GA, fcilicet cum qq majus (it quam minus vero quam — p\ 

17 *7 

cadente centro intra fpatium paraboloidibus (utriusque Figurae 1 & 3) in- 
terje&um. Hoc in cafu, fi fuerit 4- r, non nifi du;c poflunt efle radices, 

cxiftentr7 4 d- i* qy ex maxima 7, major quam aliter nulla. A t fi i- qy—y* 

Yom. II. h cx 
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ex minima y , major fuerit quam r figno-notata, r vero major quam 

l^ q y _ y * ex mediajs tunc habentur quatuor radices5 at dux tantum, , 

fi vel maior priore vel minor pofteriore inventa fit r. 

Si vTro Yxquatione fuerit 4 -p, vel fi fit — P & qq ma]us fuerit quam 

Jf ^ xquatio y 3 . *. ~/y- ~ <Z, unica tantum explicatur radice y, hoc eft, 

ina tantum perpendicularis de centro circuli demitti poteft: unde certo 
concluditur duas tantum radices haberi pofle in aequatione data, quarum 
fumma, fi fuerit-r, cum quantitate r augetur3 at fi habeatur^ 4 - r, ob¬ 

tenta quantitate y , quantitas illa r minor efle debet quam y 4 4 - - qy> nam 

fi ea maior fit, aequatio propofita abfurda & impoflibilis eft. 

Longum& fuperftuum effiet omnes Jmjus fenfus aquationes percurrere 
cum ex iam didis attendenti fatis evidens fit , quae negativae quae affirr ? a 
tivx fint ; atque, quod radicum harum limites ex quantitatibus inventis y 
pcuntur In exemplum vero, quod cuivis in ceteris imitari licet pro¬ 
ponantur indagandi limites five conditiones, fiib quibus in aequatione•biqu 
Sratica quatuor radices affirmativae dari poffint. Hoc autem fit quoties 
centrum ciraili G, ponitur in fpatioVPK (Ag. 3 .), ac fimul habetur 4-r, 
five circli radius minor quam GD. Unde patet, aequationem de qua agi- 
tur hujus effe formulas , 

s 4 -, fe* 4 — pz? - q* 4 - r =3 a 


p vero majorem efle non poffe quam bb, nec i- pb, hoc in cafu, quam 

\L 4.+. I q; deinde opus eft ut Ub— ~ f in v{~bb— lp) major 
16 2, 4 5 

fu quam ~b’ +- -q _- pb; Sc ex his limitibus certo conftubit cen¬ 

trum intra fpatiumVPK inveniri. Ut vero definiatur quantitas r, fol- 
venda primum eft cubica, 

* _(i i’— ~P)J 


& habebuntur punda, in quas perpendiculares de centro in curvam para- 
b0 fcvehu" n lutem tribus valoribus hujus r minor efle debet quam 

J_£4 +- -bq - -bbp +- — | ‘ b 'xr +■ tyy 

aj-6 4 15 0 ,, 
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ex media y 9 major vero quam 

b' +- ~h —^% +- ir 4 — f -hy +- m 

cx minima jK- Hos vero limites fi excedat r, non nifi dux radices haberi 
poflunt. Denique fi 

.i bq - ~bbp +- 3 f - i- bbyy, +- pyy 

cx maxima y , minor fuerit quam r, xquatio propofita impoffibilis eft. 

Accidit etiam ut quatuor fint affirmativae, cum centrum G confli- 
tuitur in fpatiolo VTS, dutta fcilicet RTS perpendiculari in medium 

fuppofitsc linex AD : hoc autem fit cum p major eft quam £ bb y 

ac (~bb - ~p)bb - ~p) major quam ~ bp --^g hbb - ~ 3• 

Quo in cafu femper dux, aliquando tres, ex radicibus fiunt majores quam 

i- b . 

4 

Notandum vero hic limitem illum ex minima y produ&um, aliquando 
negativum fieri, five minorem nihiloj quoties fcilicet maxima ex tribus 
perpendicularibus major efi: quarn GD (Fig. $.) Hoc, ii acciderit quan¬ 
titas 4-r, a limite prxfcripto ex media j, in nihilum minui poteft. De- 
fedtus vero limitis cx minima y monflrat quanta pofiit efle ——-rin aequatio¬ 
ne , fi habeantur tres radices affirmativa: ac una negativa \ quam fi exce¬ 
dat, non nifi dux, altera affirmativa, altera negativa, dari poliunt. Hxc 
autem omnia demonflrantur ex eo quod prxdicti limites quantitatis r,fint 
differentix quadratorum linex GD & perpendicularium in curvam pa- 
rabolx. 

Ob perplexas vero cautiones, quas parit in xquationibus hifce fignorum 
diverfitas, prxftat femper fecundum terminum tollere, ac deinde juxta 
prxceptajam tradita radicum numerum ac figna inquirere j mxfertim fi 
quantitates illxjy non multum diilent ab invicem. lix quatuor autem hiice 

radicibus affirmativis, dux femper funt minores quam i- b, dux veroma- 

4 

jores j nempe fi DG minor fit quam AG, five ~ pb quam ^ b' 4- q. 

Tres autem minores funt quam ^-3 quoties perpendicularis media, five ex 

4 

h z 


mc- 
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media^ inventa, major eft quam AG, fi ve bby major quam - pyy 

cx eadem media y . Quarta vero & maxima radix major eft quam maxima 

y 4- i- b ; aequatur autem differentiae ipfius b 8c fummx ceterarum trium 

radicum, ideoque minor eft b. Sed jam Manum de Tabula. Fortaffis. illi 
qui naturam parabolae penitius perfpe&am habent , majori compendio 
hxc omnia peragere valebunt > at fi quantitates hae omnes b. p. q. & r, 
abfque refolutione cubicae aequationis rite determinari poflint, non fine 
caufa ambigitur5 quaecunque enim aequationibus planis hac in re fiunt, non. 
veros limites, fed approximationes tantum exhibent. 
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DATA 

D ao . MARTINO FOLKES, R. S. V. Pc 

De tenuationibus , in quibus dantur radices impojji biles, 

P rxtcrita hyeme ad te fcripfi me cogitate de facillima & fimpliciffima 
methodo demonftrandi NEWTON1 regulam, qua fscpe cognofcitur 
num asquatio aliqua habeat radices impofiibiles, nec ne: qux methodus 
fpero fore ut non difpliceat, cum communi tantum nitatur Algebra, fun- 
deturque obviis quantitatum proprietatibus, qux fequentibus Lemmatibus 
demonftrantur, nec opus habeat curvarum confidcratione, quod non ita 
convenire videtur fubje&o mere algebraico.. 

LEMMAL 

Summa quadratorum duarum quantitatum re alium femper major efl duplr ea- 
rundem produfto. 

Si ca x -\-b' majus efl: quam iab-, nam eorum differentia azah zz 
(a — 5 )*, idcirco pofitiva > cum fit femper pofitivum quadratum cujusvis 
quantitatis, five pofitivae, five negativse. 

LEMMA II. 

Summa quadratorum trium quantitatum realium , femper major efl quam 
fumma productorum, qu* fiunt multiplicando binas illas quantitates interfe. 

Sic 4 l +- b' +- c x majus femper eft quam ab +~ acbc : patet enim quod 

a'+b'+c'- a h-tc^6c a 

t 

__ aa — i ab -4- bb aa — 2 ac -4- ce -4- bb — ibe u- ce 
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(a — bY+( ±_ ^) x +(J>_ *y ^ id eft femifummac quadratorum differentia¬ 
rum quantitatum a y b % c*, cum vero hxc quadrata fint pofitiva, fcquitur 
quod exceffus ipforum a 1 -t- b l -4- c x fupra ab-\-ac-\-bc eft etiam pofitivus-j 
& fumma quadratorum trium quantitatum major eft fumma produ&orum^ 
qux fiunt multiplicando binas quantitates inter fe. 

L E M M A I I I. 

Tripla fumma quadratorum quatuor quantitatum major eji quam dupla fum¬ 
ma productorum, qua fiunt multiplicando binas quantitates ex his inter fe. 

• Nam 

\b x 7;c %d l - zab - zac - zad ——■* ibe - zbd ——zcdzzi ci 

- zab -Jrb l -\-a x - zac -+- c‘ -\-a x —*- 2.ad -4- d l -tr- b 1 - zhd -t- ^'-+- 

i- zbc -4- c 1 -f-c 1 - zcd-i-d l =5 (a -£)*-+-(*-*) 2 -+- (*—- d)'-b\fi—(Q 

[b _ c) x -+-(c - d ) 1 % id cft fummae quadratorum differentiarum quan¬ 
titatum a , b , c, d , ideo 5 r 

3 <a l -4- 3 * 1, *■+■ 

majus cft quam 

zab -+- zac -4- zad -4- 2 bc -4- zbd -4- zcd? 
cum exceffus fit femper pofitivus. 

L E M M A IV. 


Sit m numerus quantitatum a, b, c, d, e &c., fumma quadratorum ~ A > 
fumma produdorum ex binis quibufeunque illarum quantitatum in fe duUis _ B 5 

erit femper ^—-) A majus quam B. 

Addendo enim quadrata differentiarum a - b, j— a —- d , — t, 

b _ d , c_&<?.,a a fumiuir tot vicibus, quot dantur quantitates pneter 

a , idem dicendum de i 1 , &c. Re&angula autem - zab - zac ■ 

2 ad — r-zbc &c. femel tantum oriuntur * ergo fumma omnium quadrato- 

jf—iy .+. (a — t y + (a. — d}' -t- (i—O 1 -*• (4— fi \•+• (*—'w 

53 (w—x)a ! -+•(/»—i)_i* —|)f l -t-8cc. — 2 -al — lac—ibc &c. 

=5 (w_1) A— iBi fed (a — hy, (a'. — e)\ (a—f &c., funt fem¬ 

per pofitiva, ergo (m^— i) A — iBeil etiam politivum, ac proind® 
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Patet ex hac demonftratione exceffum ipfius (m -i) A fupra 2B fem- 

per e (Te aequalem fummx quadratorum differentiarum harum quantitatum 
d, b 9 c , d &c. y & ubi hx quantitates funt omnes aequales, eft f __ j ) 
A tB s a, aque cum hac modificatione intelligenda funt praeceden¬ 
tia Lemmata. 

Obfervandum, quod licet fuppofuerim quantitates, *, b , c 9 d &c. effe 
pofitivas, propofitiones etiam verx funt de quantitatibus negativis, qua¬ 
rum quadrata eadem funt, ac fi effent pofitivxj produ&orum vero fum- 
ma vel eadem vel minor, quam fi effent pofitivx. 

PROPOSITIO r. 

In aequatione quadratica , cujus radices funt reales , quadratum fecundi termini 
femper majus effe debet , quam quater produttum ex primo & tertio 

Sint radices -+- a 9 m- b , x incognita. Aquatio erit 

* a — ax +'/ti S o. 

- bx. 

Jam cum a x -+- b 1 'fit majus quam lab per Lem. I, erit a x b 1 _+. zab 
majus quam 4 ab ideoque (a b)\ x*, quadratum fecundi termini, majus 
quam 4 ab . x 1 , quater produ&um cx primo & tertio termino. 

PROPOSITIO II. 

In omni cubica aequatione cujus omnes radices funt reales , quadratum fecundi 
termini femper majus ejl quam triplum produSlnm ex primo & tertio . 

iEquatio cubica cujus omnes radices funt reales fic poteff exprimi 

f .- ay x - 4 - aly -- ohe ^ 0. 

-. by 1 - 4 - acy 

•- cy x -+- bcy 

Per Lem. z. a 1 b 1 c x majus eft quam ab addendo utrin- 

que zab -4- zac -4- zbc 9 erit 

a x b x -4- c l -t- 2 ab zac -f- zlc ^ (a •+- b -4- c) x 

majus quam $ab -f- ]ac -4- ^bc , ac proinde (<2 -4- h -4- * ) l .7% quadratum 
fecundi termini,majus quam (3^-4- 3^ h- 3^)/*, triplum produ&um ex 
primo & tertio termino. 


COROL- 
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additamentum 

COROLLARIUM I. 


In genere patet ex demonftratione,quod quadratum fummae trium quan» 
titatum realium [a-*-h -+-*) 1 femper majus eft, quam tripla fumma omnium 
produ&orum, quae fiunt multiplicando binas quafcunque ex illis quantita¬ 
tibus inter fc. 

COROLLARIUM II. 


Ex hac propofitione fequitur, quod fi quadratum fecundi termini non 
fit majus triplo produdVo ex primo & tertio , radices aequationis non poflint 
omnes efle reales, fed dux erunt impoflibiles. Quod plane coincidit cum 
una parte regulx NEVVTONI, qua detegitur num aequationis cubicae ra¬ 
dices fint impoflibiles. 

Cupit enim Vir Celeberrimus feribi fupra medios terminos aequationis 
fra&ionem hanc i-, & fignum-t-poni fub primum & ultimum terminum, 
ut hic vides* 


-t- px 1 


3 

qx 


-4- r zz 9 


deinde multiplicat quadratum fecundi termini per fra&ioncm, qua; fupe* 
reminet, & ii produ&um illud majus fit produfto ex terminis adjacenti¬ 
bus, ponit fignum -4- fub fecundo termino; fi vero illud produ&um mi¬ 
nus inveniatur, ponit fignum-, atque affirmat tot dari radices impoflibi¬ 

les, quot dantur mutationes inter figna. Jam per hanc Propofitionem , fi 


p 1 ** non eft majus quam iqx*, vel ~ p 1 ** non majus qium qx\ radices 

non poflunt omnes efle reales; eadem fuppofitio duas dat inter figna muta¬ 
tiones, quodcunque fignum fit fub tertio termino, cum figna fub primo 
& ultimo fint ambo •+-* hxc ergo Propofitio demonftrat primam partem 
regula: newtonianae, quantum fpe&at cubicas aequationes. 


COROLLARIUM III. 

Si fecundus terminus defit in cubica aequatione & tertius terminus fic 
pofitivus, aequatio habebit duas radices impoflibiles* quadratum enim fe¬ 
cundi termini (in hoc cafu =: 0) minus erit triplo piodu&o ex terminis 
adjacentibus. Sed hoc darius patebit confiderando, quod ubi fecundus 
terminus evaneicit in aequatione, radices politivx Sc negativa: funt aequa¬ 
les, & f c mutuo deftruunt* pone radices efle St -—b c * in hoc 

cafu =5 b -k-c ) & tertii termini coefficiens erit 

- ah — ac+bc — _ bb - ibe — cc + hc — Ih — hc — cc, 

ideo- 
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ideoquc negativuss vel fi ponas duas radices pofitivas, & unam negati- 
vam, fintque— a, -t-A, -t-e, erit nihilominus tertii termini coefliciens 

negativus, nempe enc- ce. Quare fi radices fint reales, 

terta ternum coefliciens femper eft negativus (deficiente fcilicct fecundo 
termino i fi vero coefliciens ille fit pofitivus, certum eft indicium duas 
dari radices impoflibiles. 


PROPOSITIO III. 


In omni aquatione cubica , cujus omnes radices funt reales , quadratum termini 

tertii , jemper majus effe debet , quam ter produElum es fecundo , & quarto. 

In cubica aquatione, cujus radices funt a y b , c , quadratum cocfficicn- 
tis tertii termini eft {ab ac bc) l i produdtum ex coeflicientibus fecun¬ 
di & quarti eft (a'bc ab'c -+- abc x ) , ut patet ex fola infpc&ione scquatic- 
ms} porro clarum eft, a x bc -+- ab'c -+- abe* efte fummam produftorum ex 
binis quantitatum ab , ac , bc- y ideo, per Cor. I. Propof II., quadratum fum- 
ma; harum quantitatum (id eft, [ab -+-ac + bc) x ) majus efte debet quam 
i a 'b* + labf+zabcU itaque (ab + ac + bc)'y', id eft quadratum tertii 
termini, majus efte debet quam ^a l bc ^ab c + 7,abc x ) y x , id eft, quam 
triplum productum ex fecundo & quarto termino. 


COROLLARIUM I. 

Sequitur ex hac dcmonftratione, quod (ab+ac + bc) 1 majus eft quam 

labe (a + b + c). 


COROLLARIUM II. 

Si quadratum tertii termini minus inveniatur, quam triplum produ&um 
e fecundo & quarto termino, radices aquationis non poftunt omnes efte 
reales5 quod convenit cum fecunda parte regula; newtonianns; hic enim, 
cafus dat-ponendum fub termino. Itaque duas funt mutationes ligno¬ 

rum , quodcunque fit fignum fub fecundo termino. 


i i 

t T 3 

x 3 -4- px 1 -f. qx -f. v ^ o 
•4- +1 - -f- 

S C H O L I U M. 

Eodem modo demonftrari poteft, quod fi in cubica asquatione fecun¬ 
dus terminus defit, cubus tertiae partis tertii termini pofitive fumti, fem¬ 
per major eft quadrato ultimi termini dimidiati. 

Sint aequationis radices -h a } -£, _ c , vel - a, -w * fit- 

lT$m. II. i que 
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ADDITAMENTUM 


qtie a zz b-hC. in hoc cafu deficiet fecundus terminus, ipfaque aquatio 
hanc formam induet, 

y 3 * - by +7 bc (b-\-c) •=* o. 

- bcy 

- cy 

Quadratum ipfius b - c femper eft pofitivum, cum h & c fint quan¬ 
titates reales. Ponamus illud quadratum {bb - ilc-\-cc) aequale D, erit 


l x -if-lc -4- c 1 :=3 D h- \bc , & (b -f. c) 1 :=3 D -+- j 


-4- c') 1 
2-7 


D 3 

27 


-f. D£V -h Pf } 


5 c 



4 


Jam clarum eft: quod 


D l 
z 7 


-f- £V 3 majus eft 




blc* , 


(totum majus parte), cum D fit pofitivum ut etiam bc ; nam l & r funt 
radices eodem figno affedhe. Idcirco cubus tertiae partis tertii termini, 
(b x hc - f- f 1 ) 3 

figno mutato, -—-) femper major eft quadrato ultimi ter¬ 
mini dimidiati (£V In cubica aequatione x 3 * h- gx -4- r =3 0, 

4 

o 3 i 

fi q fit pofitivum, vel fi ~ minus fit quam patet xquationemduas 

habere radices impoflibiles fi hoc Corol. conferatur cum Cor. III. Prop. II. 
PROPOSITIO IV. 

In aquatione quadrato-quadratica , cujus omnes radices funt reales , ~ quadra* 
ti termini fecundi femper fuperant produttum ex primo tertio termino j 

•— quadrati quarti termini femper fuperant produttum cx 

o 


i. Sit 


«quatio 


tertio quinto . 
-px^+qx 1 - rx -+- s ~ o, 


Cum 
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Cum omnes radices ponantur reales, vocentur a, b, c, d. Erit 

q ab -f. ac ad hc -f. bd -+- cd. 

Sed patet per Lem. 3. quod 
3 a x -+- 3 b x -h 3^ 

majus eft quam 

2^ -f. zac 2^ -4- 2^C -4- 2&/ H- 
addendo utrinque 

6 ad - 4 - 6 ^ - 4 - - 4 - 6 cd , 

patebit 3 (tf _h £ r-t- <f)* 
majus efle quam 

8^ -t- 8 ac 84^ 8 hc -4- 8&/ 8*/* 

id efl: $p l majus efle quam 83, ideoque p l * 5 majus quam qx 6 . 

z. Cum fit r :=2 ahc ahd aed -+- btd' f &c s ^ abed * Se cum 
2 * cd - 4 - (i*c*bd a 1 d l bc -f- h'c ad -+- b’d'~Ac -4- c 1 d*ah , * 

quae fumma componitur ex produ&is qux oriuntur multiplicando inter fe 
binas quafcunque ex quantitatibus abe , abd , aed , bed^ quarum fumma tz; rj 

fequitur 3r 1 femper majus efle, quam 8//r. Itant ~ quadrati fecundi vel 

o 

quarti termini femper fuperent produdlum ex terminis utrinque adjacen¬ 
tibus. 

COROLLARIUM. 

Multiplicetur quadratum fecundi vel quarti termini in requatione qua- 

drato-quadratica per fra&ionem i ,& fi produ&um illud non excedat pro- 

du&um ex terminis adjacentibus, amuatio habebit quasdam radices impof- 
libiles. 



JDDITJMENTUM 


«8 

PROPOSITIO V. 

Sit aquatio cujuscunque dimenfionis ^ut m, fi atque cocjjicientcs fecundi , tertii , 
ultimi » penultimi , antepenultimi , termini rcfpcfttie A, B, E, D, C; 

fi radices fint omnes re ales , er /7 (m-1) A 1 femper majus , 

imB, (m — i) D 1 femper majus quam :m CE. 

i. Nam pone radices effe a , i, c, d, e, &c. erit per Lem. 4. (w- 0 

a *+.{rn _1) b 1 - 4- (w —0 &c. majus quam iab + tac + iad &c.j ad¬ 
dendo utrinque (i«-2,) a b -+- 'A m — z) ac -+- (iw - a) ad^ &c. fumma 

(w_ i)jz-4-(iot— z)ab^{m -1) £ : -+- &c.. =5 (w-i) (<M-*-4-ff-+- &c; . 

major erit quam zmabzmac + znad + &c. id eft (w- 1) A 2 majus erit 

qU L in genere fequitur ex hac demonftratione, quod quadratum fummx 
quarumvis quantitatum, quarum numerus eftw, du&um in (w-1), ma¬ 

jus eft quam fumma produ&orum, qux fiunt multiplicando binas quas¬ 
cunque ex illis quantitatibus inter fe, dufta in iw. Sed facile cognofci- 
tur ex formatione aquationum, quod CE eft fumma produ&orum quae 
fiunt ex multiplicatione binarum quantitatum, quarum fumma eft D. Qua¬ 
re fequitur etiam (w- 1 ) D* majus efle quam iwCE. 

SECUNDA EPISTOLA EJUSDEM AD EUNDEM, 

De radicibus aquationum, cum demonfiratior.e aliarum quarundam regula* 
rum Algebr&. 

Anno 17 if. ad te fcripfi me habere methodum demonftrandi NEAVTO 
NI regulam de radicibus impoflibilibus in aquationibus, quae methodus 
ex hoc claro principio deducitur j quadrata fcilicet differentiarum quanti¬ 
tatum realium femper cfie pofitiva. Deinde prima hujus methodi princi¬ 
pia tibi mifi, quae in Tranfadionibus Philofophicis Menfis Maji Anni 1726. 
in lucem fuere edita. Propofuum, quod ante aliquod tempus habui, 
edere Traditum de Algebra, in quo & hunc & quosdam alios fubje&os 
tra&arem nova via, in caufa fuit cur non operte pretium putarem reliqua 
tibi mitterej fed quaedam me jam movent rationes, ut una cum continua¬ 
tione praecedentis methodi, parvum tibi mittam fpccimen duarum aliarum 
methodorum, quas in eodem fubje&o fum fecutus, cum quibusdam in 
tequationes obfervationibus, quas novas effc opinor} & quae forfan magis 
tibi placebunt, quam quod pertinet ad ipfas radices impoflibiles. Praeter 
NEWTONI regulam, e fcqucntibus generalibus Propofitionibus multne 
variteque oriuntur regulae inveniendi radices imaginarias, diverfae tum ab 
ea, quam NEWTONUS edidit, tum ab omnibus aliis, quae jam in lu¬ 
cem prodierunt} unam fpeciatim exponam, omnibus huc ufque notis uti¬ 
liorem. 

Po- 
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Portamus dari aequationem dimenfionum#, dc hujus form« 

*’ -A v”" + Bx” 2 -Cx”' 3 Dx” 4 - E*”’ 5 -t- F.v’-' 5 _ G.v”' 7 

-4- Hx”' 8 — Ix”' 9 -t- KxH° 8 cc. =5 0. 

Sint que hujus aequationis radices a, b , c, </, *,/,£, 6, /, *, / dec. 
erit A 3S a b c cl e-\-&c. Voco itaque d, c, Scc. Partesfe u 
Terminos coefficientis Aj eandem ob caufam voco ab, ac , ad , tfr, 

£<r dec. Partes feu terminos coefficientis Bj bed , dcc. 

Partes (tu terminos coefficientis C, & fic dc ceteris. Per dimenfionem ali- 
cujus termini intelligo numerum radicum, qux in ejus partibus inter fe 
funt multiplicatae, qui numerus femper «qualis eit numero terminorum, 
qui in «quatione hunc coefficientem pnecedunt. Sic A eft coefficiens 
unius dimenfionis, B duarum, C trium, dc fic de ceteris. Partem feu 
terminum coefficientis C dico JimiJem parti feu termino coefficientis G,ubi 
illa pars ipfius G continet omnes radices partis ipfius C, fic abe Scabcdefg 
funt partes fimiles ipforum C & G j eodem modo abed , dc abedef funt par¬ 
tes fimiles ipforum D & F; cum pars ipfius F contineat omnes raaices 
partis ipfius D Diffimiles voco partes, qux communem radicem non ha¬ 
bent, uc ahc , & defgh funt partes diffimiles coefficientium C dc F. Sum¬ 
mam omnium productorum, multiplicando partes alicujus coefficientis, ut 
C, per fimiles partes alius coefficientis, ut G, fic exprimo C'. G', ducen¬ 
do lineolam fupra utrumque coefficientem: eodem modo D'.F' exprimit 
fummam omnium produ&orum, quas fieri poflunt multiplicando partes fi¬ 
miles ipforum D Sc F inter fe, & C'. C exprimit fummam quadratorum 
omnium panium coefficientis C 5 fed C.C,, exprimit fummam omnium 
produ£torum quae fiunt multiplicando binos quofeunque terminos ipfius G 
inter fe. (unde fequitur C* c=s C'C+ zC . C,.) Hifce fignis intelle- 
dis, dc quinque Propofitionibus praecedentis epiftohe prxmiffis, fequitur jam. 

PROPOSITIO VI. 


Si differentia 
cetur m 
.m n- $ 


tia dimenfionum dttorum quorumvis coefficientium ut C id G. r#- 
, erit produRum horum coefficientium aquale C' G' (m -+- i) B H' 


<=f*) (-^- 4 J A'I+(=fi) ("-^) , .K. 


Ubi B & H funt coefficientes adjacentes ipfis C dc G, A & I coeffi- 
■ientes adjacentes ipfis B dc H, i dc K coefficientes adjaccutes ipfi A dc 1 

Notum eft C cfle «quale 

alc -+- abd abe abf + abg - 4 - &c. 

G =5 abedefg -f- ahdejh alc de fi - 4 - ledefgh -+- &c. 

i $ Pl- 
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ADDIT AMENTUM. 


Patet ulterius 


io. Quod in produCto CG unusquisque terminus ipfius C' G fcmel orie¬ 
tur, ut dfrc defg. Sed 

2°. Quivis terminus ipfius B H , ut a b l cdefgb, poteft efle produCtum vel 
cxabc in abdefgh , vel ex abd in ahcefgb , vel cx abe in abcdfgh , vel ex 
abf 'm abcdegh, vel ex abg in abcdcfh, 1 tandem ex abb in abcdvfg j ita¬ 
que poteft efle produ&um cx quovis termino ipflus C qui cum radicibus, 
ab, contineat unam cx reliquis c, d, e, /, g, h , multiplicato per illum ter¬ 
minum ipfius G, qui cum ab ceteras quinque radices continet j id eft pro¬ 
ductum illud cf-frcdcfgh tot dabitur vicibus, quot continet radices praeter 
a, & b$ vel in genere toties quoties unitas datur in differentia dimenfio- 
num ipfoium B & H., id eft m z vicibus, quia m exprimit differen¬ 
tiam dimenfionum ipforum C & Gj idirco, in expreflione valoris ipfius 
CG, coefficiens fecundi termini B'H erit/»-i-2. 

$°. Unusquisque terminus, ipfius A' I', ut a z bcdefgbi, poteft efle produ- 
Chim cujusvis partis ipfius C, quae cum radice a contineat duas quascun¬ 
que c reliquis b , c , d , e, f\ g , b , /, (quarum numerus aequalis eft differen¬ 
tiae dimenfionum ipforum A & I, id eft in genere es w-t-4) multiplica¬ 
tae cum illa parte ipfius G quas cumj reliquas fex radices continet 5 itaque 
a bcdefgbi (vel quivis alius alius ipfius AI' terminus) tot dabitur vicibus, 
quot dari poflunt diverfa producta ex binis quantitatibus, quarum numerus 

eft m -4- 4, id eft vicibus (m 4) ( - --), vel ( W -— ( 

2. 1 z 

ideo ad exprimendum valorem ipfius CG, coefficiens tertii termini A I' dc- 

. ^ . rn - 4 - z m 4- 

bet efle (-?) (-^*.) 

1 v z 

4 0 . Unusquifque terminus ipfius 1 in K, ut abcdefghik , poteft efle pro- 
duCtum ex quavis parte ipfius C, quae continet tres radices ipfius K, in 
illam partem ipfius G, quas alias omnes continet radices j ideo 1 in K tot 
orietur vicibus in produCto CG, quot fieri poflunt diverfa produdta ex ter¬ 
nis quantitatibus, quarum numerus eft m 6, id eft vicibus (m+6') 

) C—~)y ideoque coefficiens quarti termini in expreflione valoris 
• r r>r' -+■ 4 W-l-6. 

ipfius CG, ent (—-—) (—J) (—— ). 

In genere, ad exprimendum valorem produ&i duorum quorumvis coef- 
ficicntium, ut C & Gj fi a; exprimat ordinem alicujus termini hujus va¬ 
loris, ut ex: gr: ipfius A' I', ideft, fi x fit aequalis numero terminorum qui 

prsecedunt A I', ipfius AT coefficiens erit (~ x ) 


(--- L ) &c. tot fumendo fraCtiones in hac progreffionc, quot dan¬ 
tur unitates in *. ’ - 


CO 
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COROLLARIUM I. 

Si per hanc Propofitionem quarratur quadratum alicujus coefficientis ut 
E, erit mai, differentia dimcnfionum coefficientium in hoc cafu eva- 
nefcente, dehabebimus 

E* =3 E' . E' h- iDF' -4- 3 • - C'G' •+■ 4 . £ . t . b H' &c. sa 

A 2 3 

E . E ' -4- iD F' h- 6C G' -4- 20B H -4- 70AT zfzK: 

idcirco, fi (ut in definitione) E' . E, exprimat fummam produ< 5 torum ex 
binis partibus quibufeunque ipfius E, erit E 2 E'. E' -+- iE'. E ideo- 
q.ue ' 

E . E> ^ D'F' jC'G' -f- 10B H' -4- 37 AT -4- n<sK. 

COROLLARIUM II. 

Sequitur ex hac Propofitione, quod 

E x E' . E' + zD'F’ -f- 6C G' -4- 20B H' -4- 70A'I' aciK. 

OP ^3 - - - D'F'-f- 4C'G' -4- [j-B H'+ f(i A'I' _4_ aioK. 

CG =3.C'G' -t- «B H'+ r8AT + ucK. 

BH ..B H -4- 8AT h- arK. 

AI a.AT ■+. VoK. 

K =5.-.- K. 

COROLLARIUM III. 

Facile quoque patet ex Corol. prrecedcnte, quod 
E' . E' - E* - 2.DF - 4 - iCG - aBH -t- aAI - 2IC. 


D F 53 -- DF- 4 CG -4- pBH- 16AI + z r K. 

C'G' — - - - - CG- 6 BH -4- 20AI-foK. 

B H' =3.BH- 8 AI h- 3 fK. 

A I' 53 .----- AI — 10 K. 

PROPOSITIO VII. 

Sit 1 -3 n ( n -— T ) ( 1 —fj &c. f fumendo tot frattiones , quot coefficiens 


E habet dimenjiones * erit femper (-L_I) FS majus quam DF-CG-+-BH— 
AI -h K , / radices aquationis funt omnes reales . 

Patet / exprimere numerum partium feu terminorum qui dantur in coef- 

ficien- 









ADDITAMENTUM 


«rj 

ficicnte Ei parer quoque ex Prop. V. quod {- ) E 1 femper majus efl*e 

debet, quam fumma produdorum, quae fiunt multiplicando binas partes 
quafcunque ipfius E inter fe, id eft majus quam FJ. E / *, Sed lE' . E, 

E* — E . E' ^ (per Theor. i. Corol. ultimi) aDF — CG iBH -- 

z AI -+-2K5 idcirco, cum E 1 femper majus quam E'E, fequitur 

quod ) E 1 etiam majus eft quam DF-CG -f* BH-AI K, 

fi aequationis radices fint omnes reales. 

S C H O L I U M. 

Hsec prima fuit generalis propofitio, quae fequendo methodum meam mi¬ 
hi occurrebat. Cum enim primo obfervarem, quod, fi i exprimat nume¬ 
rum quarumvis quantitatum, quadratum illarum fummx dudum in 

femper majus effet fumma produdorum quae fiunt multiplicando binas quaf¬ 
cunque ex illis inter fe, & quod exceffus effer, xqualis fummx quadratorum 
differentiarum harum quantitatum divifas per z/, facile inde patebat, quod 
fi in xquatione 

x n _Ax”' 1 -4- Bx* 1 -Cx*' 3 +- D.v” 4 Scc. s *, 

ubi B eft fumma produdorum quae oriuntur ex multiplicatione binarum 

radicum inter fe, fi / exprimat numerum radicum in aequatione, (—A 1 

femper effc majus quam B* atque haec eft una pars Prop. V. Deinde 
comparavi fummam produdorum ex binis partibus ipfius B, cum produ* 
dudo AC, illamque fummam inveni aequalem non ipfi AC, fed AC—. 

unde collegi quod, fi /exprimat numerum partium ipfius B, tunc ( ) B* 

femper eff majus quam AC-D, haecque facile me duxerunt ad hanc 

generalem Propofitionem. 

PROPOSITIO VIII. 

Exprimat r dimenfiones coeffeientis C, 6? s differentiam dimenfionum coeffciort * 
tiutn C & G, fint B H coefficientes adjacentes ipjis C & G, erit femper 

(n-r-s) r.CG' majus quam (s-4— 1) (s - 4 - a) BH, / omnes aqua* 

tionis radices Jint quantitates reales , eodem figno affuit*' 

Nam fumendo differentias omnium harum partium i[ fius C, quae habent 

omnes 
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omnes radices communes pnuter unam, ut abe , abb , , &c. & multi¬ 

plicando quadrata harum differentiarum per illas partes coefficientis D, 
quas funt diiTimiles utrique parti fumtx differentias, (requiritur ut coeffi- 
ciens D fit dimenfionum s ), fumma omnium horum quadratorum ita mul¬ 
tiplicatorum confiffet ex terminis ipfius CG pofitive fumtis, & cx ter¬ 
minis ipfius BH' negative fumtis. Multiplicando hoc modo 

(abe — abby 4- (abe - abi) x +- (abe - abk) 2 

‘4- (abe — acb) 1 4 - (abe — aci) 2 4 - (abe—acky & c . 

4- (abe — bch) 2 4- (abe - bci)* 4 - (abe —beky &c. 

per defg, (terminum ipfius D, qui eft diflimilis omnibus hifce partibus ip¬ 
fius C,) patebit quod a z b 2 c 2 dcfg dabitur in fumma produ&orum vicibus 
r (n — r — $)j hsec enim produdta poliunt etiam lic exprimi 

• defgib 1 ((e - b/ 4 - (c-— t) 2 4- (c - k)* -4-&c.) 

defgadc'((b - hf 4- (b - i) 2 4 - (b — *} a -f$tc.) 

+" defgPc 2 ((a — b)' 4 - (a—i) 2 4 - (a — k) 2 - 4 - &c.) 

libi numerus differentiarum c - h , c --/, c - k, &c. quarum qua¬ 

drata ducuntur in defgcdb 1 , manifefte aequalis eft numero radicum aequa¬ 
tionis, quae non dantur in ab 2 c 2 defg , vel in abedefg , id eft, aequalis ex- 
ceffui numeri radicum aequationis, fupra dimenfiones ipfius abedefg , qui 

eft terminus ipfius G, ideft tandem aequalis n - r - s. Sed colligendo 

in unam fummam omnia illa produdta, terminus (n—r - s)a 2 b l c 2 dtfg to¬ 

ties dabitur, quoties unitas datur in r $ quia termini, qui fubtrahuntur ex 
abe , poflunt ab illo differre vel per defectum radicis r, ut abb , abi , abk , 
Scc, vel per defedtum radicis £, ut acb, aci , ack &c., vel per defedtum 

radicis ut bch, bci , bch &c. ideft terminus (n --r — s) ab x c'dcfg tot 

vicibus debet oriri, quot dantur dimenfiones in abe , imo ex terminis ipfius 
C, vel quot dantur unitates in numero r, qui exprimit dimenfiones ipfius 
Cj ideoque terminus a 2 b 2 c 2 defg dabitur in fununa di&orum produ&orura 
vicibus r (n - r - s). 

Fars negativa confiftet ex terminis ipfius B'H' duplicatis, quorum unus¬ 
quisque, ut a'b x cdefgh y tot oriri debet vicibus, quot dari poflunt diffe¬ 
rentis e - d , c -e, c —/, c -g, d — e &c. inter rerminos c> d , 

quorum numerus eft mqualis jr 4 -2 i id eft, terminus ia l b'cdefgb dari de¬ 
bet vicibus (*4“ 2) (—■■ ••); ideoque d l b 2 cdefgh , vel quivis alius ipfius 

B'H' terminus dari debet in parte negativa (s 4- 1 ) (s 4- 2 ) i cum autem to¬ 
ta fumma fit pofitiva, lequitur quoa (»_r — s) r C G femper majus 
eft quam (s 4- l) (s 4- Z) B H', 

Tm. //, 


k 


CO- 
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additamentum 

COROLLARIUM L 


Sit comparandum E'E', fumma quadratorum partium ipfius E, cum 
D' F' fumma productorum ex partibus fimilibus ipforum D & F * in hoc 

cafu s evanefcit, & (*- r) r E'E' debet efle majus quam zD'F'. Sit 

(n — r) r 33 w, erit 

( n — r -i) ( r —i) « m — »4-1* 

& 

(» — r — a) (r— z ) =J m -2»-H4J 

& 

{n — r —3) (ir — ?) 33 m — 3 »-t-p* 

& 

(»-r-4) (r-4) 33 w-4 » 4 - itf, 

patet enim in genere, quod 

(»— r — 5) (r — 9 ) =5 (» — ') '-2#-t-92 = «•— 9»-t- ff®. 

Tunc, per hanc propodtionem, fupponendo 

wE'E' — 2DF' 33 d 

(m - »+- i) D F' - uCG 33 b' 

{m -2»4- 4) C'G'- 3oB'H' 53 c ' 

{m -j» 4 - p) B H— f6A' I' 33 d 

(m -4»+- 16) A' I'-poK' 33 c' 

Quantitates a\ b ', </', <r', femper debent efle pofitivx, ubi omnes 

aequationis radices funt quantitates reales eodem figno affeCtas * coefficien~ 
tes partibus negativis praefixi funt numeri 2, 12, 30, f< 5 , quarum diffe¬ 
rentiae crefcunt per 8 in progreffione arithmetica. 

COROLLARIUM 1 L 

Ponendo ut fupra (»— r) r 33 w, ut etiam m [m - n +- 1) =3 r» , 

ni (tn _1» 4 - 4) ~ «*(w—' 3 » 4 -*p) 33 w ', potefi: demonflrari 

eodem modo, quo 1 c Propofitio demonftrata fuit, quod fi fit 

m E'E' —- zD'F' 33 d 

m' E'E' - 2. 11C G' =3 aT 

ni' E'E' - 2 . 12 . soB H' ^3 d" 

«"'RE' 2 . ii. 30 . ptfAT 33 d*" &c. 


Erunt 
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Erunt d , a\ a Y ', a'", Scc. fempcr pofitiva, fi radices aquationis fint 
reales, five iifdem fignis afficiantur five diverfis. Coefficicntes negativi 
fiunt ducendo coefficicntes z 9 iz 9 30, p<S, po, Cor. praecedentis in fe 
invicem. 

PROPOSITIO IX. 

Exprimant a', b', c', d', e', 6? m eafdem quantitates ac in Corollariis 

ultima Propofitionis, erit mE l -(m4- n 4 - 1) DF 

^ a 4- b' 4 ~ c' 4 — fd' 4- 14e'. 

Nam per Cor. 2. Prop. VI. 

E* a E'E' 4 -iD'F' 4— 6 C'G' 4 - 10B H' 4 - 70AT 4 - zqiK, 

& per idem Cor. 

DF a • - - D'F' 4- 4C G' 4 - 4- f6AT 4- noK } 

Ergo 

wE 1 - (w 4- « 4- 1) DF a w*E'E' 4- (w-»-1) D F' 4- 

(w - m - 2) iCG' 4 -fw -3« —. })fB'H'4- («— 4* - 4 ) 14AT4- 

(?w_ p* <-) 42 K a (fubfiituendo fucceffive pro w>E'E', {m—n 4 - ODE, 

(»w —2» 4— 4) C'G', {m -3 n 4 — p) B'H', {m -—4« 4 — 16) A I', ipfi>* 

rum Valores dcdu&os ex primo Corol. Propofitionis praecedentis) £ 4 —£. 4 — 
if'4- f a' -h 14^, ubi coefficicntes praefixi, ipfius, a 9 b , c 9 d , e, funt 
differentiae coefficientium ipforum E'E, D F', C'G , B H, A I , &C K 
in valoribus ipforum E 1 & DF defumtis ex Corol. 2. Prop. \ I. funtque 
I-Oj z -1, 6 -4, 20—-ip, 70-f< 5 , & Z T Z —210. 

COROLLARIU M. 

Cum fit m (»-r) r, ideoque m 4 - » +- i a (»—-r 4-0 fr+-i), 

fequitur, quod f— -—) H* femper debet efle majus quam 

n 51 r 4 - i n - r 4-1 

DF, produ&um ex coefficientibus adjacentibus ipfi E> atque inde dedu¬ 
cuntur fradiones, qua in NEWTONI regula feribuntur fupra terminos 
aequationis, 8c qux multiplicatae per quadrata terminorum, quibus fupere- 
minent, femper debent efficere produdum majus produdo ex terminis ad¬ 
jacentibus ;fi radices aequationis ii reales. Manifeftum enim elt, quod frattid 

J n . r n _ r n—r 4-1 

fcribcndafuper terminum E.v eft quotus divifionis ipfius f F cr f i 
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additamentum 

PROPOSITIO X. 


Iisdem notis fervatis ac in Propofiitionibus procedentibus , eodem modo 
invenietur , quod , ut 

wE* —— (w4- »+- i) DF 53 tf'4- 3'+- 2c4- I4PV/J 


(w —- » 4 - i) DF-(w 4 - i?i -f- 4 ) CG 53 - 3'+- 3f'4-p^'+- 

(m - zn 4— 4 ) CG — (w+- 3 »+- p) BH 53 czoe\ 

(m -3» 4 - p) BH- (w4-4»+-i5) AI 53 - - - - </ 4 - -jc\ 

{m -4*4- 16 ) AI-(w4-p*4- 2 f) K 53.C. 


Hxc theoremata facile deducuntur ex iis, quas habentur in Cor. 2. 
Prop. VI. & in Cor. I. Prop. VIII. Sc coefficientes prsefixi ipfis 
d y b\ c\ de\ funt differentias coefficientium terminorum refpondcn- 
tium in valoribus ipforum DF, CG, BH, AI, & K, in Corol. 2* 
Prop. VI. 

COROLLARIUM. 


Inde produ&a duorum quorumvis coefficientium inter fe poffunt con¬ 
ferri, ut DF & AI, fi fumma dimenfionum ipforum D & F fit aequalis 
fummx dimenfionum ipforum A 8 c I. Sint dimenfiones ipforum A 6c F ref- 
_ a ,n—s. n—s— t n— s — 3 , 0 

pedive as quales ipfis i, & m 9 fitque p 53 (— f ) (" 2 ) & c - 

tot fumendo fra&iones, in eadem progreffione, quot dantur unitates in diffe¬ 


rentia 

5 cc., 


_ 0 . 0 . _ .n—rn. n—m—i n—m—i x 

dimenfionum ipforum D & A. Sit q ^ | ' 

tot fumendo fradiones, quot fumtas fuerunt in valore ipfius p. Erit 


femper 2 - in DF majus quam AI fi omnes radices asquationis fint quan¬ 
titates reales, eodem figno affe&as. Haec regula etiam locum habet, li¬ 
cet radices diverfis afficiantur figms, fi modo coefficientes D 6c F fint 
«quales. 


PROPOSITIO XI. 


Iisdem pofit is ac in Propofitionibus procedentibus] 


erit 1. mE 2 - (»»4-1) 2DF 4 - ,'104-4) 2CG-(w 4 -p) 2BH / 

4- (7» 4 - 16) 2.AI-(w 4 - 2 f) iIC ------- S 

, 2. (m - #4— 1) DF-(w— —7*4-4) 4CG4-(w——*-HpBH 7 

- (rn -7; 4- 16) 16AI 4- ("*-w 4 - 2 f) 2 fK - - S 

3.(7» — -zn 4 - 4) CG (w_ 2 » 4 -p) 6 BH 4 --(w— 2 » 4 -Id )7 

. 10AI- {rn - in 4 - 2f) poK. S 

4 (w-_3»4-p) BH— (m— 3*4- 16) 8AI 4-(w—3»4-2f) 3fK 
p. - - - . - (70 — 4*4- 16) AI —— (m —4» 4 - 25) 10K 


53 d'. 
53 

33 C. 
53 

53 e. 

Hxc 
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Hacc theoremata facile deducuntur ex Cor. 3. Prop. VI. Primum cla¬ 
re patet hoc modo, a' sq W E'E'-zD F sq (per diftum Corollarium) 

wE 1 -2wDF 4 - imCG - 2 wBH 4- 2wAI- imK 7 

•- iDF+- 8 CG-18 BH 4- 32AI_poK^ ~ ™ E *- 

(#?+- 1) 2DF4-(/»4~4) zCG — (m+- p) zBH-r-(w4-i6) 2AI—(i»4-ip) 2K. 

Reliqua theoremata deducuntur ex eodem Corollario collato cum Cor. i. 
Prop. VIII. 

PROPOSITIO XII. 


Iisdem pojitis ac in Cor. 2. Prop. VIII . erit 

1. m E 1 —(»h-i)2DF+-(»+-4)2CG-(«4-9) 2BH 4 -(w 4 -i< 5)7 ^ , 

. zAI-r(«2+-2f) 2lv.- • 

2. w E 1 — 2W DF 4- (iri — 12) 2CG — (m — 72) 2BH 4-7 , 

(ni — 240) 2AI — (ni— 600) 2K. 

b ni E 2 - 2 ni' DF 4 - uri' CG _ (ni' 4- 360) 2BH — 7 

(ni' 4 - 360) 8 . zAI - ( rri ' 4- 3<So) 37 . zK - - - £ 7=1 a ' 

4. ni' ( E'-2DF +- 2CG- 2BH) 4- {ni* - 770.28) 7 

2AI— (ni" - 7200 . 28) iK. \ ~ a * 


350) 2BH — 7 _ 


7fo.i8) 7 / 


Hiec theoremata fluunt ex Cor. 3. Prop. VI, collato cum Corol. 2. 
Prop. VIII. Primum idem eft ac primum in Propofitione praecedente. 
Secundum demonIlmur fubftituendo in wE'E'_24 C G s a valores 
ipforum E'E Sc C G / ex Corol. 3. Prop. VI. Tertium invenitur fubfti- 
tuendo in ni' E'E'—- 710 BH' a" valores ipforum E E' & B H'j atque 
hmili fubftitutione continuari poflunt haec theoremata. 


COROLLARIUM GENERALE. 

Ex hifce Proportionibus, magna deducitur varietas regularum, quibus 
inveniri poteft, num aquatio aliqua habeat radices imaginarias, nec ne* 
Fundamentum reguke NEWTONIANiE demon liratur Prop. IX. & ip- 

fius Corollariis. Septima Propofitio oftendit, quod fi ( 7 — r ) E*non fit 

majus quam DF — CG4. BH — AI -f-K, quaedam aequationis radices de¬ 
bent efle imaginariae i atque hasc regula aliquando deteget radices imagi¬ 
narias, quae per NEWTONI regulam non apparent. Huc ufque nulla 
reguli praeter hafce duas publicata fuerat. Sed regulae, qua: ex theore¬ 
matibus propofitionum XI. & XII. deducuntur, utrique praecedenti funt 

k 3 pr*- 
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praeferendae •, quia quae radices imaginariae poflunt cognofci propofitioni- 
bus VII. & IX., hae femper patebunt per propofitiones XI. & XII, & 
faepe per has propofitiones deteguntur radices impoffibiles, quae non ap¬ 
parent , fi aequationes per propofitiones VII. & IX. tantum examinentur. 
Utilitas, quam habent regulae cx prop. XI. dedu&ae, prae illis, qua: ex 
praecedentibus deducuntur, plane patebit, fi confideretur, quod per prop. 
XI. habemus valores quantitatum a\ b\ c , d ', c feparatim, cum per 
propofitiones praecedentes habeamus tantum valores quarundam fummarum 
carundem quantitatum eodem figno unitarum. Jam facile patet, quod fi 
hac quantitates feparatim fumtae inveniantur pofitivae, aggregatum quod¬ 
cunque quarumvis illarum quantitatum debet etiam efic pofitivumj fed il¬ 
lud aggregatum poteft efle pofitivum, licet quaedam ex hifce qaantitati- 
bus, a\ b\ c\ d , e fint negativae. Unde fequitur fi radices xquationis 
afficiantur omnes eodem figno, nullaque appareat per prop.XI. radiximpof- 
fibilis, nullam quoque apparere per propofitiones praecedentes 5 quasdam 
vero radices imaginarias per XI, detegi pofle ubi nulla: per^propontiones, 
qua: hanc procedunt, apparent. Si qua:dam aequationis radices fint pofi¬ 
tivae, & quaedam negativae, (quod facile patebit confiderando figna ter¬ 
minorum) tunc in multis cafibus XII. propofitio utilior erit ad detegen¬ 
das radices imaginarias, quam quasvis ex praecedentibus. 

Regula, qua: fequitur ex primo theoremate prop. XII. locum habet, 
five radices aquationis diverfis afficiantur fignis, five eodem. Multipli¬ 
cetur numerus, qui exprimit, quot termini in aequatione datum termi¬ 
num, ut E*”' r , praecedunt, per numerum terminorum qui fequuntur in 
eadem aequatione, dicaturque produ£tum illud m j fintque4- D, — C, 4- B, 

_A , -4- 1 coefficientes terminorum, qui praecedunt ipfum E.v ' \ fintque 

4-F, —G, 4-H, — I, -h K, coefficientes terminorum fequcntiumj fi 

i- m E* non fit majus quam 

(W4-i) DF — [m- 4) CG-H (jn — 9) BH — (w-hi 5) zp) K, 

aequatio habebit aliquas radices imaginarias j coefficientes w-hi, w-t-4, 
w+-9, &c. oriuntur addendo ipfi m quadrata numerorum 1,2, 5,4, &c., 
qui denotant diftantias coefficientium, a coefficicnte E. Secundum theo¬ 
rema prop. XII. o{tendit, quod fi E* non fit majus quam 

ni DF— (rri — 12) CG4- (tn—ji) BH — (ni —240) Al4-(*»'— tfoo) K 

«quatio habebit aliquas radices imaginarias. Exempli gratia 
Si quatuor radices aequationis quadrato quadratica:, ut 

x< —. Ax 3 -H* B* 1 -Cx 4- D « 

. ' fint 
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fint quantitates reales, deduci poteft ex quavis propofitionum V, VII, 
IX, Sc XI, quod A 1 debet cfle majus quam B, & J-* C 2 majus quam 

BD. Prop. VII. ulterius oftendit, quod -B 1 debet effe majus quam A C-D> 

nona dcmonftrat, quod ~ B* debet excedere AC; fed regula noftra, de¬ 
ducta ex prop. XI. oftendit quod 2B 1 debet excedere fAC_SD, cum 

exceflus fit — a\ 6c regula dedu&a ex fecundo theoremate prop. XII. 
oftendit, quod B* debet femper effe majus quam 2AC-4- 4D, cum excef- 

fus fit •— a". Patet ex plurimis praecedentibus pro politionibus, quod fi 
4 

radices aequationis habeant omnes idem fignum, AC debet effe majus quam 

16 D . Sint didti exceffus fB'-12 AC -1- 1 iD s p, 4B 1 _pAC ~ q , 

AC — 16D ^ s . patet , quod a (=! 4B 1 — 10AC 4 - 16D) q—s zk 

2 2m 

y • ( 2 P- *) 5 & quod a" r=j q+~ s x=l . ip +- 4/. Ponamus nunc, 

1. Quod s eft pofttivum, 6c patebit, quod fi fit vel p , vpl q negati¬ 
vum, a debet etiam efiTe negativum; per confcquens ubi VII. vel JX. pro- 
pofitio oftendit radices aliquas effle imaginarias, prop. XI. easdem quoque 

detegit} fed quia d ss q - s 23 2* ( ip -i), poteft inveniri negati¬ 

vum, ubi tamen p Sc q eft utrumque pofitivum, fequitur, quod regula , 
ex prop. XI. dedu&a, poffumus in data aequatione detegere radices ima¬ 
ginarias, quae per propofitiones praecedentes non apparent; fic fi per 
•NEWTONI regulam , vel per prop. VII. examinemus hac aequationem, 

* 4 - 6x y q- iox 1 - yx 4- 1 zz o y 

nulla apparebit radix imaginarias fed cum 2B*-f AC+-’8D l-d) 22 

200 - 2TQ 4 - 8 22-2, fiat in hac aequatione negativum, patet duas 

hic dari radices imaginarias. Ponamus 

2. Quod s fit negativum, & quod pateat ex fignis aequationis aliquas radices 
effe pofitivas, aliquas negativas 5 in hoc cafu,ut fciamus an tequatio habeat ra¬ 
dices imaginarias, utilifiima eft regula quam deduximus ex 2 theor. prop. XII ; 
feilicet, quod, fi B 1 non fit majus quam 2 AC4-4D, quaedam aequationis radices 
debent effe imaginariae; cum enim exceffus ipfius B* fupra 2AC+-4D fit 1=2 

*T a ' ^ ~ Szz ~ (2p-4-4-0, atque s fit negativum, manifeftum eft, 
4 4 10 

quod fi qvdp fit negativum, i a " debet effe negativum ; poteft etiam ~a' 
4 effit 
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? efle negativum, licet utrumque p & q Ut pofitivum. Haec itaque regula 
femper deteget, quasdam dari radices imaginarias, fi quaedam detegantur 
per Prop. VII. vel IX. > & faepe ubi per hafce Propof. nullae tales dete- 
♦ guntur radices, quaedam tamen deteguntur per didam regulam. Exemp. gr. 
Si examinetur haec aquatio 

x* -f- fx 3 6x l -- sV — Ii ^ o 

nullas deteguntur radices imaginari# per Prop. VII. vel IX., & licet 
. AC-1 6D (eu s ) fit negativum, non tamen inde fequitur dari in aqua¬ 

tione radices impoflibiles, quia patet ex fignis terminorum radices hujus 
aequationis diverfis affici fignisj fedquia B*—2AC-4-4D 36-1-10— 481=3—2) 

eft negativum, patet per noftram regulam hanc aquationem habere ali¬ 
quas radices imaginarias. 

Pofiem o (tendere praeterea, quomodo ope regularum ex propofitiombus 
XI. & XII. dedu&arum detegi poflit, num aequatio habeat plus quam duas 
radices impoflibiles, & in genere, quomodo hifce regulis determinetur 
numerus radicum impofiibilium5 fed.ut hoc ftride demonitretur, longani¬ 
mis explicatione, & quibusdam Lemmatibus indigerem: hoc tantum ob- 
fervandum, quod hse propofitioncs XI. & XII. utiliflim# invenientur 
inter omnes, quas in hunc ufu-m explicavi j Ex. gr. fi aequatio haec 

6a*x x -—- x -+. b< ^ 0 


examinetur per regulam NEWTONI, invenietur habere quatuor radices 
impoflibiles, fi a fit majus quam b > licet enim quadratum fecundi termini 

dudum in fradionem fit aequale produdo ex primo & tertio termino. 


in hoc cafu tamen fignum-ponendum cfi; fub fecundum terminum. Idem 

dicendum de quarti termini quadrato. 

Regula deduda- ex Prop. VII. oftendit quatuor dari radices imagi¬ 
narias, fi xi fit majus quam b , vel fi b 1 fit majus quam 1 Sed regu¬ 
la deduda ex Prop. XI. oftendit quatuor radices efie femper imaginarias, 
ubi a efl-majus quam £, vel b 1 majus quam ptf 1 * unde patet regulae hujus 
excellentia pra: duabus hifce aliis. Tam multa dixi de aiquatiouibus qua* 
drato-quadraricis, ut obfervationes, quae in aequationes plurium dimenfio- 
num fieri poflunt, iis relinquere cogar, qui hoc fibi penfum inponere vo- 


1CI1L. . ... 

Dum praecedentes Propofitiones inveftigarem, fupputationes tam intri¬ 
catas mihi fuit ineundum, ut faepe conatus fuerim faciliorem detegere me¬ 
thodum hanc tradandi materiam. Haec, quae fequitur, multum mihi pro¬ 
fuit, nec tibi forte injucunda videbitur; per hanc maxima quaedam invelti- 
go facillima via, quae vulgari methodo non ita commode pollent demon- 
firari. 


LEM- 
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L E M M A V. 

Data linea AB in duas partes ad libitum fc&a ut in P, dico re&aneu- 
lum ex partibus AP & PB fore maximum , fi hx partes fint xquales. Pa- 
tet ex Elementis Euclidis. 

LEMMA VI. 

Si linea AB dividatur in partes quotcunque AC, CD, DE, EB , pro- 
du&um ex omnibus hifce partibus erit maximum , ubi h« partes’ Aint aqua¬ 
les inter fc. 

Sit enim punttum Dubi placeat, manifeftum eft, quod fi DB fecetur 
in duas partes «quales in E, produftum AC . CD . DE . EB majus erit 
quam AC . CD . De . eB, quia per Lemma prascedens DE . EB majus erf 
quam De . eB. Eandem ob rationem AD & CE debent «qualiter fecari in 
C & D, per confequens nccefle eft ut omnes partes AC, CD, DE, EB 
fint «quales, ut produ&um ex iis omnibus fit maximum. 

LEMMA VII. 

Summa produ&orum, qu« fieri poflunt ex binis partibus ipfius AB eft: 
maxima , ubi h« partes funt «quales. Summa horum produ&orum eft 
AC . CB -+- CD . DB -4- DE . EB. Jam ut DE . EB fit maximum , DB 
debet «qualiter fecari in E, per Lem. V. Eandem ob caufam AD & CE 
debent «qualiter fecari in C cc D , ideft omnes partes AC, CD, DE, 
EB debent efle «quales,ut fumma omnium horum produ&orum fit maxima. 

LEMMA VIII. 

Summa produ&orum ex ternis partibus lincse AB cfi maxima , ubi omnes 
partes funt «quales. H«c fumma eft AC.CD.DE -4- EB (AC . CD-+- 
AC . DE CD . DE). Sit pundhim E datum, manifcflum eft, quod 
AE debet «qualiter fecari in C & D ut AC . CD . DE iit maximum 
per Lem. VI. Sc ut AC . CD AC . DE -4- CD • DE fit maximum 
per Lem. VII. Unde fequitur, quod omnes h« partes AG, CD, DE, 
EB debent eife «quales, ut fumma produ&orum ex ternis illis fit maxima. 

LEMMA IX. 

Manifeftum eft hanc ratiocinandi methodum efle generalem, &, quod 
fi fumma quarumvis quantitatum fit data, fumma omnium produ&orum, 
qu« fieri poflunt multiplicando datum illarum numerum inter fe,- debet 
efie maxima , ubi h« quantitates funt «quales5 fed fumma quadratorum, 
cuborum, vel in genere, fingulavum harum quantitatum ad quamvis po¬ 
tentiam elevatarum, eft minima ubi h« quantitates funt aquales. 

‘fom. II. 1 THEO- 
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Tonamus x n — Ax 1 * 1 -t-Bx"’ 2, — Cx"'' -4- Dx n " 4 — Ex 11 " 5 -+- &c. 55 - 6 «J[e 
aquationem cujus omnes radices non funt aquales : exprimat r dimenfioncm 

alicujuscoefficientis.utipfius D ;1 53 n (---) (° —^) &V. *** 

■ 1 3 1 4 

[umendo [afiores, quot dantur unitates in r. *W/ femper — .A 1 majus quatit 

D, / radices aquationis [mt quantitates t;eales /gtfo affeiia. 

Hoc poteft demonftrari per Prop. praecedentes.* fed ut demonftremus 
per poftrema Lemmata, fumamus aequationem, cujus omnes radices finr 
aequales , illarumque radicum fumma in A , fumma; radicum aequationis 

x n 

propofitae, aequatio afluinta erit (x -—i A) — > 

vel ? 


» a n-r , n — A* n _, «_I n—Z.A} „ 

* —Ax n-» (—-) rt * w — »( ——) C—-—) x 3 Jcc. sn 

2* n & + n r 


& fi r exprimat dimenfionem coefficientes alicufus termini hujus 'aequatio¬ 
nis (ideft numerum terminorum, qui illum coefficientcm praecedunt; mani- 

feftum eft quod ipfe terminus erit / . . x* V 5 fed per fuppofitionem 


Dx” r eft terminus correfpondens in aequatione propofita, £c D debet 

efle fumma omnium produCtorum, quae fieri poflunt multiplicando tot 

/A r , 

radices aequationis inter fe, quot dantur unitates in r. 8c debet efic 


fumma fimiliuni productorum, ex radicibus aequationis afluratx, quae ul¬ 
tima fumma maxima eft, per Lcm: prarcedens, quia aequationis afiumtx 
radices funt omnes aequales, earumque fumnia aequalis flammae radicum 
aequationis propofitae, & fiimma ejusmodi piodu&oium eft maxima , ubi 
quantitates funt aequales inter fe. 


Sequendo eandem methodum poteft demonftrari, quod —^n 2, l 

femper majus efle debet quam coefficiens termini x in aequatione, cujus 
radices funt quantitates realcs, eodem figno affeCtae, dummodo r fit nu¬ 


merus major quam 


1. Eodem modo (~ n Z \ —~) * > l debet efle 

majus 
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majus di&o coefficente, II r fit numeius major quam 3. Hac theorema- 
ta facile poflunt continuari. 

Tertia methodus, de qua initio hujus epiftolas mentionem feci dedu¬ 
citur ex confideratione limitum radicum aquationis, & licet, quod’ ad hos 
limites adtinet, jam ab aliis au&oribus fuerit ^xplicatum, quia tamen il¬ 
lud divcrfa via demon (Iro, atque huic materi* applico, breviter huius 
methodi dabo rationem. J 


LEMMA X. 

Si transformetur aequatio quadrato-quadratica 

** - Ax 3 + Bx 1 - Cx + Dso, 

in aliam qua: habeat omnes fuas radices refpedive minores valoribus ipfnu 

x, data quantitate e, ponendo^ e =5 x -c, vel y -4- e x, eequatio 

transformata, inverfo terminorum ordine, hanc induet formam. 


- Ae? 

4 - Be* 
— Ce 

+- D 


e\ 4 - 


4 e'y 
■lAcy- 
iBey 

• C y 


6 t'y' +- 4 cy' 4 - y* zz o. 
-?A e fi *— A 
B y 


Ubi manifeftum eft 

i°. Quod primus terminus e 4 — AS 4- Bc* -— Ce 4- P, eft quan¬ 
titas, qua: oritur fubftitucnJo e pro x in ajquatione prepofita, 

x 4 -A.v } Bx* -- C.v D. 

i*. Quod coefHcicns fecundi termini 

4e } - 3 4- iBe -C 

eft quantitas, quas oritur multiplicando unamquamque partem primas 

C - Ac 5 4- B*’ —Ce 4- D 

per indicem ipfius e in illa parte, & dividendo produ&um per e. 

3 0 . Coemciens tertii termini 6 c l - 3 Ac B oritur ex praecedente. 


4*! - 3 Ac* 4- iBc C 

multiplicando unamquamque partem per indicem ipfius c, & dividendo 
produ&um per le. 

4. (.oefficiens quarti termini oritur eodem modo ex prarcedente, ubi 
produdum dividendum elt per 3?. Et in genere coefficiens cujusvis tcr- 

1 1 mi- 
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mini deduci potefl: ex coefficiente termini praecedentis, multiplicando 
unamquamque partem per indicem ipfius e , & dividendo produdtum per e, 
& per indicem ipfius y in termino, qui quaeritur. 

LEMMA XI. 

Si quaevis aequatio transformetur eodem modo, ut 

x n — A*"' 1 -4- B.v”" 1 - C*”' 3 -4- £cc. ss », 

fupponendo y ss x-e, vel* r- & per confequens x n ^ {c-yy)" r 

A*”' 1 -+ A (^-4-y)“ rI , Bx”’'e=: B &c. aequatio transformata, in- 

verfo terminorum ordine hanc induet formam. 


n 

e 


.— Ac '” 1 - 0—0 A e' l y —- ) A/ y Scc. 

-4- B/- 1 -+- 0-1) + 0 - 1 ) (”-=^ 5 ) Br*V &c; 

_ 0 ”‘ 5 - 0 - 3 ) C/y— 0 - 3 ) t 2 ^) C<r” V* &c. 

&c. $cc. &c. 

Ubi patet 

i°. Quod primus terminus e n -Ae” 1 -+- Be” z -- Ce n ~ 3 &c. efl: quan- 

citas, quae oritur fubftituendo e loco ipfius x in aequatione 

x’ - Ax’”' -4- Ex "' 1 -C.v ”' 3 &c. 

t*. Quod coefficiens fecundi termini 

ne ”' 1 — O—-i) A *’” 1 +(» —i)Be” 3 - (»— ? )C <”’ 4 &c. 

deducitur ex procedente, multiplicando quasvis ejus partes per indicem 
ipfius e in illa parte, & dividendo produ&um per *, 

3°. Quod coefficiens tertii termini deducitur ex coefficiente fecundi, mul¬ 
tiplicando eodem modo quamvis ejus partem per indicem ipfius c in illa parte, 

& dividendo per 1C. In genere, coefficiens cujusvis termini, utjy r ,dedu- 

' v ' ' citur 
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citur ex coefficiente termini prxcedentis, videlicet /' r , multiplicando 
quamvis partem hujus coefficientis, per indicem ipfius e in illa parte, 2 c 
dividendo produdum per re , id eft per e dudum in indicem ipfius y. 

LEMMA XII. 

Si fubft i tuantur per vices dux quxlibet quantitates K & L loco ipfius x 
in xquationc 

* 4 - A * 5 -4- Bx 1 - Cx D o r 

quantitates, qux ex hifce fubftiturionibus oriuntur, fint affedx diverfis 
fignis, erunt K & L limites unius vel plurium radicum realium xquationis 
propofitx * ideft una harum quantitatum debet efle major, altera minor, 
quam una aut plurcs radices rcales hujus icquationis.. 

Si enim fupponas , b y e, d efle radices hujus xquationis, patet, ex 
xquationum genefi, quod 

-Ax 3 -+- Bx 1 -Cx .+. D zz (x - a ) (x- b) (x - c ) (x- d) > 

ideoque fi fubfiituatur K Sc L pro at , in 

(x - a ) (x - b) (x: - f) (x - d) 

tc produdum fit in uno cafu pofitivum, & in altero'negativum , fequitur 
quod unus ex didis fadoribus, fi K pro x fubfiituatur, debet habere fignum 
aiverfum ab eo, quod habet, fi L pro x fubfiituatur. Ponamus illum fa¬ 
ctorem cfib x b, cum K b , & L b fint quantitates, quarum 

una cfi pofitiva, 5 c altera negativa, fequitur quod 3 ,una e radicibus xqua- 
tionis, debet efle minor quam una, & major quam altera harum quantita¬ 
tum K & L. Idefl K &: L erunt limites hujus radicis. 

Dico porro, quod radix cujus K & L funt limitesdebet efle radix 
realis propofitx xquationis. Produdi enim cx fadoribus, qui radices im- 
poffibiles continent in aequatione nunquam poteft fignum mutari, quxvis 
quantitas realis fubfiituatur pro x, quia numerus ejusmodi radicum (emper 

cfi par* & produdum e duabus talibus radicibus, ut (x - rn - V - n 1 ) 

(x -w+K-—» 2 ) eft (x — / v) x + n\ quod femper eft pofitivum, qux- 

cunque quantitas pro x fubfiituatur, dum n 1 manet pofitivum , id cfi, 
dum hx dux radices manent impoffibiles. 

LEMMA XIII. 

Si fubftituantur K & L per vices pro x in aequatione x”—Ax* 1 Bx * 1 
&c, & quantitates, qux inde oriuntur, diverfis afficiantur fignis, erunt 
K & L limites unius vel plurium radicum xquationis propofitx ; hoc Lem¬ 
ma eodem modo ac prae cedens potefi demon 11 rari. 

1 1 3 THEO- 
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THEOREMA I. 

Si a, b , e, d fint radices aequationis 

x 4 — Ax } •+• Bx* - Cx D. ss Oy 

cmnt hae limites aequationis 

4-X 3 - 3 Ax 1 -1- iBx - C 53 0. 

Ponamus £ efie minimam c radicibus aequationis quadrato-quadrat icx 

x 4 - Ax 5 -+- Bx 1 - C;c -4- D ^ <?. 

£ fecundam, c tertiam, d quartam5 erunt valores ipfius y in aequatione 

Lemmatis X, a - e, b - e, c - e, d - e j deinde fubftituendo fuc- 

ceflive a , pro e in dicta sequatione ipfius y , unus e valoribus hu¬ 

jus evanefeet in una quaque fubfiitutione> & primo termino aequationis 
ipfius y , videlicet e 4 —A* 3 -+- Be l Ce .+. D, evanefeente, xquatio re¬ 
ducetur ad cubicam hujus formae, 

Ae’ _f_ -4- 4^ -4- y' 7^ 0. 

— 3Ae 2 - y - Ay l 

•+- 2Be -4- B 

- C 

Per confequens 4^ -^A^-t-aB^-C debet efie producum ex reliquis 

tribus radicibus ipfius 7, mutato fignos id cft hoc produdtuin debet efie 
aequale 

—-(* — «) (c — *) <*—«), 

quando f fupponitur arquale <J; debet elTe 

- (a - b) {c - b) ( d-b ), 

quando # =5 b j debet e (Te 

- («-e) (b -f) (i—f) 

quando e 3 q tandem debet efie 

- (a - d) (b - J } (f - d) 

quando e as d. Jam patet, quod hasc produ&a 

(>-«) ‘(c _ d) ( d-a)-, (a-b) (c-b ) (d-b)i a-c) (b-c) (J-e) s 
(t—d) ( b—d ) («—</) j debent affici refpedtive (ignis ■+-, ; cum 

pri- 
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primum fit produdom cx tribus quantitatibus pofitivis; fecundum ex 
una negativa & duabus pofitivis •, tertium ex duabus negativis & una po- 
finvat quartum ex tribus negativis : ideo, cum fubftnnendo a b c d 
per vices pro e in quantitate 4 e' _ ? Ae* -+.iBr- C , ha-c quantitas’ alter’ 
natim fiat pofinva & negativa, fequitur ex ultimo Lemmate, a, b c d 
iB - ‘ r 'c tCS a;< l u:ltloniS 4 ^ ! - jAe -t-aBe — C cq o, vel ipv» _ 3 A**’-,! 

COROLLARIUM. 

Sequitur ex hoc theoremate, quod fi ti\ b', c' fint radices aquationis 
4 * ~ — C 0, debent exdem effe limites radicum a. b c d 

radices aquationis quadrato - quadratiem x _ Av ! -t- B.v* _ Cx+ D ’ = \ ; 
fi enim <7, b, c, d fint limites radicum a\ b', c\ debent reciproce hae efie 
limites inter a , b , c , & d. 


THEOREMA II. 

Multiplicentur termini aequationis cujusvis quadrato - quadraticx , uc 
,v v — Ax* -f- B* 1 -* C.v+ D s 0 , per arithmeticam feriem quantitatum 
/4- 7 ,m y /-4- 2 w, /-f-w, /, erunt'radices aquationis piopofit* 
limites radicum xquatioms, qua: cx di< 5 ira multiplicatione oritur idelt hu¬ 
jus xquationis 

/*} — /A^+ /B.v* — /Cy /D = 0. 

■+■ 4 mx* r- ynkx* -+-2«?By 1 — mCx 

ponamus enim, quod fubftituendo a-, b y e, d r radices aequationis datae 
x — Av 4- nx l — Cx -+- D =; 0 ,fucceflive pro y in 4** — $ Hr 1 Bv~ C 
quantitates qua: inde oriuntur, fiut—R, S, — T, +Z } fi exdem fug? 
itituantur in aequatione 


/x* — /A** 4- /By 1 — /Cy -4- ID ~ 

■+- — 3«>Ay ; -+- 2wBy 1 — wCy 

cum evanefeat, in quavis fubftitutione, /x 4 — /Ay*- 4- /B.v 1 — /Cy 4- /D, 
patet evidenter, quod reliquum evadet fuccdlive sequale — wRv, 4-»vSv, 
— w/I y, 4 -wZxj ubi, cum figna harum quantitatum fint altcrnatim ne¬ 
gativa Scpofitiva, patet ^c, d eflib limites ultima: aequationis, per 
Lem. XII. 


^ v iv u l l a k 1 U m. 

Hinc fequitur < 7 , b, c, d efie limites aequationis cubica: 

Av^ — 2 B.V 1 4- 3^Y — 4 ^ 0 » 
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& converfim radices hujus cubicas efle limites radicum aequationis quadra¬ 
to- quadraticae 

x 4 — Ax 1 -h Bx* — Cx -4- D o •, 

nam multiplicando hanc quadrato-quadraticam aequationem per progreflio- 
nem arithmeticam, o, — i , — 2, — — 4, oritur hsc cubica 

Ax 5 — aBx* — 3CX -j- D s <». 

THEOREMA IIL 

In genere , radices aequationis 

x n _ A a ;”' 1 -4- Bx”" 1 _ Cx”' 3 -4- &c. s o, 

funt limites radicum aequationis 

nx*~ x _ (*— 1) Ax”’ 1 -+* (» — 1) Bx”' 3 &c ^ 

vel cujusvis aequationis, quae deducitur ex prima, multiplicando ipfius ter¬ 
minos per quamvis arithmeticam progreflionem , ut (/-t-^0, (/-4-2^/), 
(/ _4_ 3 d ) 9 &c i & converfim radices hujus novae aequationis erunt limites 
radicum aequationis propofitae, 

x n - Ax”' 1 -4- Bx”’ 1 - & C ; « *.■ 

Hujus Theorematis dcmonftratio deducitur ex Lemmatibus XI. ScXIIT, 
eodem modo, quo praecedentia Theoremata dedu&a fuere cx Lemmati¬ 
bus X, 8c XII. atque per haec Theoremata facile pervenitur ad ea, qua; 
fuper hac materia tradantur ab algebraicis feriptoribus. 

THEOREMA IV. 

Aquatio 

x” _ Ax”- 1 Ex”" 1 - Cx”" 3 +&=!., 

tot habebit radices imaginarias, quot dantur in aequatione 

nx n ' x — 1) A”’ 2, -4- (»— i) Bx n * 3 &c. :=: 0 , 

vel in aequatione 

Ax”’ 1 - iBx”’ 1 !+. $Cx* 3 — &c. =5 *: 

Ponas aliquam radicem aequationis 
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»*”“ - (»-!) A *"' 1 +- (»_*) b *”’ 3 & c . es o, 




utp,fieri imaginariam; dux radices aquationis x” — Ax*'’ .+. Bv ”" 1 &rr — „ 
qum hujus p funi: limites,, non poffunt amb:c efle quantitates realeT 'nitet 

«rS”: IT'”“■ ■ *«»■ s— 


»x"'‘ _ A.v ”' 1 -t- (»_!) B.v ”' 3 &c. 



Ax" 1 _ aBx ”' 1 3 Cx ”‘ 3 _ & c . - », 


eandem ob rationem. 

COROLLARIUM I. 
iEquatio quadrato-quadratica, 

a ; 4 _ Ax 3 B.v 1 - Ca; + D - o 
duas habebit radices imaginarias, fi dux dentur tales in xqitatione 

4* 1 - $Av> -+. aB.v - C s- o - 9 

vel in aequatione 

Av» — 2B.V 1 h- $Cx — 4 D ^ c. 

Sed dux radices xquationis 
—- ■ ■ —f~ 2B.v — ■ C ~ 0, 

fiunt imaginarias, fi fint imaginariae ambx radices xquationis quadraticae 

6 x l - 3A-V -+- B ss 0, 

vel xquationis 
$Av*-4BX 3C =5 0, 

quia radices harum aequationum quadraticarum fiunt limites illius cubicae 
aequationis, per Theor. III. Eandem ob caufiam dux radices xquationis 

Ax J - -i- $C.v - 4 D ^ 0 

m 


Tom. II. 


erunt 



po 
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erunt imaginariae fi fint impoflibiles radices quadraticae 

$Ax l -4BX -+- 3C , vel hujus Bx* - 3CX -+- dD si 0. 

Ideo duce cx radicibus cequationis 

x 4 - A AT 1 -f- Bx l - Cx h- D ss 0 

erunt imaginariae, quando radices harum quadraticarum 
6x*-3Ax-+- B ss 0, 3 -Ax*-4B.V-+. 5C - c, Bx l -3CX-4-6D :=! 9 

evadunt impoflibiles, id cft, per Prop. I. quando ~ A’ minus eft quam B., 

vel i B’ minus quam AC, vel i* C 1 minus quam BD. 

P o 

COROLLARIUM II. 

Procedendo eodem modo cx quavis aequatione, ut 

n A n-i r* n ' z r' n ‘3 0 _, 

x - Ax Bx — Cx 5 &c. :=s 0, 

tot poflunt deduci aequationes quadraticce, quot dantur termini in aequa¬ 
tione propofita, primo 6 c ultimo exceptis: 8c omnium harum aequationum 
quadraticarum radices debent efie reales, fi propofita nullas habeat ima¬ 
ginarias. Quadratica dcdu&a ex tribus primis terminis ,x*—Ax”* 1 -+-Bx”‘\ 
habebit hanc formam, 

n (n - 1) {n -2) (»-3) &c. x*- 

(»-1) (»-2) (n -3) («-4) &c. Ax- 

(»-2) (»-3) (»- 4 ) (»-f) &c. . B, 

continuando feriem fa&orum donec tot dantur quot dantur unitates in n—2: 
deinde dividendo aequationem per fadbores »—2, n— 3, &c. qui in quo¬ 
vis coefficiente apparenr, aequatio evadet ejusmodi, 

n{n —1)• x* - (»— 1). iAx -t- 2 .1 . B z=i o-. 

Cujus radices erunt imaginariae, per Prop. I, quando» (»-1)2 . 4B 

majus eft quam (n -1) 1 -4A 1 , vel quando B majus eft quam —A 1 * 

ita ut propofita aequatio debeat habere aliquas radices imaginarias, fi fit 

B 
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B majus quam —~— A% ut deraonftratum fuit alio modo in Prop. Vta. 

Quadrarica «quatio eodem modo dedu&a ex tribus primis terminis 
aequationis 

. A*”' 1 - iKx*' 1 + 3 Cx’' 3 

hanc induet formam («—i) (0- ^) ( n _ 3 ) &c. . Ar_.(»_ z ) 

(»—V (» —4) &c. . iBx -#- (0 — 3) (0 -4) r» — f) & c . . 3C = 
quae, dividendo per favores communes cuivis termino, reducitur ad hanc 

(0-1) (0-2) A* 1 - (0-2) . 4B.V - 4 - < 5 C — 05 

cujus radices erunt imaginariae, quando i- . • B' minus eft quam 

AC} ideoque in hoc cafu, quaedam e radicibus aequationis propofitse erunt 
etiam imaginaria:. 

COROLLARIUM III. 

In genere fint 

Dx n r I - Ex nr -f. F.vr” r-; 

utcunque tres termini aequationis 

* A ”* r »-l o 

* - A* -h &c. — 0, 

fe mutuo fequentes} multiplicentur hujus aequationis termini primo per 

progreffionem 0, 0—1, 0—2 &c. deinde per 0-1, 0 —z ,0_3 &c, 

tum per 0—2, 0-3, 0-4 &c, donec multiplicaveris per tot pro- 

greffiones, quot dantur unitates in 0- r -1. Porro termini, qui ex pri¬ 

mis multiplicationibus oriuntur, multiplicentur toties per progreffionem 

o, 1, 2, 3 &c, quoties unitas datur in r -1 6c pervenietur tandem ad 

quadraticam aequationem hujus formae 

(0-r-4-i)(0-r)(0_r_i)(0_r—i)&c.(r—0(r-i)(r-3)(r-4) &c.. Dx % — 
(0—r)(0—r—i)(0-r—2)(0—r—3) &c.. r {r—i) (r— 2) (r— 3) &c.. Ex 4- 
(0_r—1) (0-r—2) (0— r— 3 )(0-r—4) &c.. (r-4-1) (r(r_i) (r— 2) &c. • 0 . 

& dividendo per fa&ores 0-r—1, 0_r_2 Scc. & r— 1 * r-2 Stc. 

qui in quovis coefficicnte dantur, «quatio ad hanc formam reducetur , 

(0—r-h 0 (0—r) 2.1. D.v*-(0—r) 2 . r. 2Ex 4-2.1. (r-M) r F e=s 


m 2 


cu- 
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SIL 

cujus raiices erunt imaginaria: (per Prop.I.) quando 
minus efl: quam DF. 

Unde patet fi quivis terminus hujus ferici fraCtionum 

n n -1 n - 1 n .— 3 ^ n — n — r n — r —1 

7 9 2 ’ 3 ’ 4 C ‘ r * r-M ’ ’ 

Scc. dividatur per terminum proxime antecedentem, & quotientes ponan¬ 
tur fuper terminos aquationis 

x n _A*”" 1 -+■ Bx ”' 1 Cx” 3 Scc. ss 0, 

incipiendo a fecundo termino, fi hoc peraCto, quadratum cujus-vis termi¬ 
ni du&um in fraCtionem fupereminentem inveniatur minus quam produ¬ 
ctum ex terminis adjacentibus, quasdam hujus aequationis radices die ima¬ 
ginarias.. 

Plura poflent addi fuper hanc materiam, fed vereor ne putes me jam ca 
dixifle, quae fufficiunt, ideo addam tantum demonftrationem quarundam 
regularum algebraicarum , Sc quorundam Theorematum, quae facillime ex 
Lemmate XI. deducuntur. ~ m 

I. Regula, qua cognofcitur, num dux velplures radices aquationis fint 
xquales, immediate iequitur ex dicto Lemmate. Pone duas radices aequa¬ 
tionis 

x n - Ax"-' Bx ” 1 -Cx ”’ 3 &c. z=o, 

efle aequales,erunt etiam x quales duo valores ipfius^, fquod femper efl: aequale 

x - e). Ponamus e efl*e xquale uni ex duobus valoribus aequalibus ipfius 

x 9 & evanefeent duo valores ipfius;'} ideoque primus & fecundus termi¬ 
nus aequationis ipfius y in Lem. XI. debent evanefeere } quia^ 1 debet da¬ 
ri in quovis termino: erunt ergo 

e n _A/* 1 -4- B— Ce”* 3 &c. - 

& 

ne n ~' - {n -1) • Af”' 1 - 4 -(»- 1) B/’ 3 &c. oy 

per confequens dux hx xquationes habebunt unam radicem communem, 
qux debet efl*e una ex radicibus ipfius x, qux xquales fupponebantur. Eft 
ergo manifeftum, quod ubi duo valores ipfius x funt xquales in xquatione 

x -Ax -+- Bx &c. ;rj 0 , 

illorum unus debet efle radix xquationis 

ff* 
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»*"" -(»—O A*”'* •+• ( - 2) B*”- 3 &c. a 


Si tres valores ipfius x fupponantur squales 
lorcs ipfius y , (=s*—e) evanefcent, & tres 
ipfius y in Lem. XI. evanefcunt; ideoque erit 


inter ie & ipfi g ^ j res va , 
primi termini aquationis 


* (»_ i).»”- (»—,)(»-1) . Ac " 3 + (n — i) 

■ (»-j) • Br ”' 4 &c. si aj 

& unus ex squalibus valoribus ipfius x erit una ex radicibus huius ultima- 
squatKjnis; & duo horum valorum squalium erunt inter radices squatio- 

»x n " -O-i ) . Ax”~ l -t- (u -z) B*” 3 &c. - 

In genere fi «quatio 

»”-Ax ”’ 1 -4- Bx”’ 2 &c. - 0 

tot habeat radices «quales , quot dantur unitates in S, tot ex hifcc radi¬ 
cibus dabuntur in aequatione 


»a£L(#-i) . Ax”’ 2 -4- (»-2) . B.v"' 3 &c, - o, 

quot dantur unitates in.S — i. Eodem modo tot erunt ex valoribus atqua- 
libus in aequatione ^ 

» (*- i) . x 2 - (n ~ i.) (»-Ax"' 3 -*-(»- 2 ) (»- 3 ) Bx* 4 &c. ~ 


quot dantut unitates in S — z, & fic deinceps. 

II. Generalis regula, quam dedit NEWTONUS in Articulo de limiti • 
bus aquationum y qua invenitur limes major quovis ex valoribus ipfius x, 
immediate deducitur ex Lem. XI. Patet enim, quod fi e talis fit quanti¬ 
tas, ut pofita in omnibus coefficientibus ipfius^, videlicet in 

e Ac -4- B e Scc. ne n 1 -(/*-1). Ae nX -4- (— z) Br” 3 &c, 


• (— le-: 1 -(»-!)( Ae»-i + (»_a) ( 2 =- 3 -> B#”--> &c, 

det omnes quantitates, qui inde oriuntur, pofitivas, in hoc cafu, cum 
nulla fit mutatio lignorum in «quatione ipfius V, fequitur omnes ipfius y 
valores efie negativos) & cum utfemper^ zz x — — e •> patet c cflequan- 

m j tita- 
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titatcm maiorem quovis valore ipfius x, id eft e debet efle majus quavis 
radice aquationis 


x n Ax” 1 -4- Cx” “ — Cx n 3 &c. ss o. 

III. Ex eodem Lem. XI. Theoremata quadam uriliflima circa metho¬ 
dum Serierum & Fluxionum, & refolutionem aequationum facillime dedu¬ 
cuntur. Patet enim, quod coefficiens fecundi termini in aequatione ipfius 
y in di£fco Lemmate eft fluxio primi termini divifa per fluxionem ipfius c, 

coefliciens tertii termini eft fecunda fluxio primi divifa per i e x 5 ponendo 
c fluere uniformiter ■, termini tertii coefficiens eft tertia fluxio primi divifa 

per 1. & fic deinceps : ideoque fupponendo e”—Ae nl -{-Be n 3 fcc.zzf, 

sequatio qua^ determinari debet, erit 


c -+- y ■+■ -t y x -+■ --- y' &c. ^5 0. 

e 1 . ie x 1. 2 .. c' 


Tab. 
XIII. 
Fig. 5- 


atque inde, quando e eft propemodum valor ipfius x 9 Theoremata dedu- 
ci poflunt, quibus approximare poflumus ad^, ac proinde ad x, quod 
fupponitur sequale y -+■ e. 

IV. Si AP (=: x) abfeifla, PM (z=i z) ordinata cujusvis curvas BLMj 
& ponamus aliam quamcunque abfeiffam AK :=!*,& ordinatam KL ~ c , 
erit 


Ponatur enim z aequale cuicunque feriei, quae confiftat ex datis quanti¬ 
tatibus, & potentiis ipfius x, ut Ax* -+- Bx •+• Cx &c. & fubftituen- 
do c y loco ipfius x habebimus eodem modo ac in Lem. XI. 

s S A," 41 wAe”' 1 3 4- « A e^y' & c. 

-1- B/ +- rBc y -h r ( r --) B/ 1 y' &c. 

- -r- “l - 2 > 

Ce sCe ,rI y + s ( 5 - = j^)Ce s ‘ x y' &c. 

&c. * &c. &c. 

Sed ubi x =s e , tunc 
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* = c ~ Ae n - 4 - B c Qe &c. 

& 

c su nAe' l e - 4 - rB/*V - 4 - j C/' t *&c. 

~ * (•- ! > A *” + ' ('-0 B/'V -f- i (x- 1 ) 0"Y &c. 

id coque 

sS, tf?+ ~ r £. —r’ &c. 

* ze 1 i • 3* ] 

Eodem modo invenies 

_ * * , . s 

— yi 7 -r- y -f- &c. 

* 2* 2 . 3** 

nam 

Ae h- B/ C/ S A(x +7 y/ -+. B (,v 7/ -4- C (xtyi&c. 

~ * ±r •? .y -r / ir & c - 

X LX 1 

Area KLMP aequalis cft fluenti ipflus zy 9 vel cy. Sed 
. . . z z . z 

<y ~ *y±: * yy ■+• 17* fy ~ ~ lx ' yy &c - 

& 


r • * • 

— 9 4- -r .yy -4- -T— /y +L -7 7? £cc. 

* 2£* z.^e 1 

Per confequcns, fumendo fluentes, 

KLMP =5 cy 7. —— 4 y h --—r y 7. ——r" y &c. 

ze 2.3** 2.3.4* 3 


vd 




additamentum 



KLMP ;=: zy + y' + -r y' £■-- f &c. 

zx z . t,x x z.yqx' 


Hoc ultimum Theorema illud eft, quod Dodiflimus Dominus Bernoulli in 
lucem dedit in A£tis Lipfienlibus Anni MDCXCIV i fedjam tempus eft 
longae huic epiftolse finem imponendi, &c. 
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METHODUS DETERMINANDI 

T ] ' » * V T 

numerum radicum itnpojfibilium in aquationibus 
ajfetfis. 

Au&ore GEORGIO CAMPBELL. 

L E M M A I. 

I N omni aflfe&a rcquatione quadratica , ax x - B* A = o, cuius 

radices fune realcs , quarta pars quadrati coc Bidentis fecundi termini 
major eil re&angulo ex cocfficicnte primi termini & numero abfoiuto. Id- 

cft B* majus eft quam a . A ■, & vice verfa fi fit 1 B’ majus quam a. A, 

radices aequationis erunt rcales j fcd fi fit — B’ minus quam a . A , radi¬ 
ces erunt impoflibiles j funt.eium radices aequationis 

T B + B' — a . A ) — B — v'(— B 1 - a.A) 

* * , a 

L E M M A I I. 

Quicuuquc fit numerus r.id : cum impoflibilium in aequatione 

X n - Bx”" -+- Cx "’ 1 -rrD.v;? i A ! % tx' + bx ^ As», 

tot exa&c. erunt radices impopibiles in aequatione 

Ax” bx n i +cx n 1 — dx”' 3 4 - &c. ±T Da* £. C* 1 JH B.v ql I - *. 

Radices enim poflerioris aquationis reciprocx funt radicum prioris, ut 
patet ex vulgari Algcbni. _i>int radices rcquatiouis quadrato-quadratica: 

— D.v-4- a 

a, b , c, d , e quibus fint c, & */ impoflibiles, radices aquationis 

y/. n 


A 
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Ax* — Dx J -+- Cx‘ — Bx t =5 o 


tt m j, j , ~, £ i 'deoque harum du* ~ , j , etiam impoffibilc. 
LEMMA III. 

'X ' ■ ■ . • *A 

In omni aequatione, ut 

— Dx ”" 3 -v- Ex” 4 &c. 
bx +7 A ra o , 


_ n 
bx 

ex* 


dx' 


ex 1 


euius omnes radices funt reales, fi unusquisque terminus multiplicetur per 
indicem ipfius x, productuaique dividatur per x, «quatio, qu* inde 
orietur, 

«c-‘ _(»-:) Bx”' 1 +(•-») Cx”' 3 - (»-?) Dx- 4 h- (» - 4> 

'bx” 5 &c. +7 ^cx' hk- 3^** ±: zcx b o , 

habebit etiam omnes radices luas reales. Sic fi omnes radices atquationk 
x* _ Bx’ -v Cx* — Dx-t-A =3 e. 
fxnt reales, erunt etiam reales radices aquationis 

^x 1 — jBx’ -+- t Cx — D ^ a* 

Lemma hoc converfionem non patitur, innumeri enim dantur cafus ubi 
radices aequationis 

_(„ _ i)Bx’ 1 + C*- *> C*” 3 - (»- J ) Vx n 4 + &c. 

-h 2t* ±; b o 

funt reales, cum tamen aequatio 


-Bx” 


Cx”" 1 _Dv”’ 3 4- Sce. +7 bx +* A ^ o 

IiaSeat vel aliquas, vel quandoque omnes radices impofllbilcs. Sed qui 
cunque fit numerus radicum impoffibilium u> xquattonc 

. ,) Bx”' 1 -*.(»_* ) Cx”' 3 -&c. ±T t - »> 




-(»■ 
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tot ad minimum erunt radices impoflibiles in «equationc ^ 

at — Bx ? ' 1 -f. Cx" z — &c. +r bx Ip A ss 0. 

Sic omnes radices aequationis 
4 * 5 .—. $B.v* ■+■ iCx — D ^0 

poflunt efle reales, & tamen dus vel forte omnes radices aequationis 

X* — B* J -4- Cx 1 -D.v 

erunt impoflibiles) fed (i duae radices aequationis 
4-v* — ^Ba -4> xCx — D s=s 0 

lint impoflibiles, duae etiam ad minimum erunt impoflibiles in mquationfc 
x 4 — Bx 3 h- Cx 1 — Da -+- A :=: 0. 

Hxc omnia fuere demonflrata ab algcbraicis feriptoribus, fpeciatim a Do- 
mino Rcyneau in fuo Galiico Ttadatu cui Tirulus elt L'Analyfe Demontree , 
cc facile apparent per Methodum de Maximis & Minimis, 

COROLLARIUM. 

Sint omnes radices aequationis 

** —r. Cx ” 1 — Dx *‘ 3 -4- Ex ”' 4 — Fx ,; ' s 4- icc. ~ 

£■ fa* *+“ ^ cx' bx A^o 

reales, erunt etiam, per hoc Lemma , reales omnes radices aequationis 
nx —(»—OBx"' 1 +(»-i)Cx” 3 —(»—5) (»-.4) ‘) 4 

E* 5 — j Fa” 6 -+. £ 5 cc. +7 p/V ■ .p 4 ** J ir 3^1 P-, icx. +7 ;=: o M 

idcirco, per idem Lemma, reales erunt omnes radices tequationis 

»(»—1) .v"" 1 -(» _ t) (»—i) Bx"' 3 + (»_!)•(»-4) Cx” 4 

-(»-?) C»-4) Dx” ! -+-(»_ 4 ) (»_ r ) Ex”’ 6 — (»—f)(»-<S)Fx* v ’ 

-+• &c. ir 2 c/c» p. neA 1 +r 6</* ic z=i 

vel (dividendo per 2) 
n 3 . 


» 



n 


add ir a men ru m 

(*=*/x”'-_ ?==?) Ex^-C»-*) *~h Cx"« 


(, _ jj <*=*, Dx'" ; + (»— 4 ) £ 7 *) E.v”- 6 — (»— 5 ) (V > 

* -C vOl" -t“ t .. ; l 1 J K 

Fx” 7 8 CC.V Ie/x> £■ ±- +L c =: 0. 

. 

Eodem modo reales erunt omnes radices aequationis 

.^r 1 ) - 3 -<»-0 .<^r> 

b*~ 4 + ( „_») fcl* (”-^- 4 ) Cx" 5 _ &c,±r tc f? +. 4«±r df. 

& fic pofluraus dcfqendcre donec perveniamus ad aequationem quadraticam 

n *' - (»- 0 B.vh- C =5 0. 

Esedem aquationes fic afeendunt 

* x*-(»— 0 . Bx + Cs» 

# xi _ («—x) f=f*-yBx? + (*—*yCx—D :=:* 

1 3 


3 

.<£=*> <*=*) r T ! )*'-(-.)(7) C-j') B *’ -V (»—» i} 

.Cx 3 — (»-3) Dx-t-E ^3 0. 

rsf-r 1 )»■*-=*) i 5 ?'*-<•-» ( T ?) ( T 4) ^ 

154) 

(»—1) (”~ 5 ) ("f- 4 ) Cx> _ (—0 Dx‘ *+■ 

(» —4) Ex — F s: »■ 

Jc fic deinceps. 

Sit M aliquis « coefficientibus xquationis 
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*" - B-v”' 1 + Cr”’ 1 _ D.v^ + Ex-r** _ & c . f-As», 

fintque L & N coefficientes ipfi M adjacentes; (itque m exponens coeffi* 
cientis M, (per exponens coefficientis intelligo numerum, qui denotat lo¬ 
cum, quem coefficiens aliquod occupat inter alia, fic fi M reprefentet 
coefficiens E ideoque L - D, & N = F, erit m - 4.) facile patebit 
' inter pnuccdentes aequationes afcendehtesj illa cujus numerus abfo- 
lutus eft N hanc obtinebit formam 

fi?) &c fi? fi?) &c. fi?) 

Bx -4- (n—z) (— ) . &c. (-—Vc/’ 1 — Scc. £- (n—m 1) 

3 m - 1 ^ v v i 

Lx J (n—m ). Mx +; N ^ f. 

Cujus omnes radices erunt reales a ii fint reales radices xquationis 

*" - B,v” 1 Cx”' z — &c. t A - j, 

Sit N - F, erit M «E, L & »» =s 4. 

Et aequatio, cujus numerus abfolutus eil F, erit 

«(^) fi? fi?) fi?) -(.-0 ("f 1 ) (”-y-V i^- 4 ) 

B-^+fs-t) fi—fi) C.v ! — (»-3) Dx'-k(» - 4 ) E.v-F- ». 

* J 2 

PROPOSITIO I. 


**—B.v” 1 -4-Cx’ *—D*”' 3 4 -E*- 4 _«cc. trx’£fc-fcA t= # 

aequatio cujuscunquc dimenfionis, cujus omnes radices fint reales; fit M 
aliquis coefficiens hujus aequationis; 'L & N coefficientes adjacicntesj m 
exponens ipfius M. Erit quadratum coefficientis M du&um in fra&ionem 
m (n — m) r _ _ . 

Im^TTi n lcm P crma J us L.N, rc&angulo cx coefficxentibus 

adjacentibus; fic in aequatione 

**- B,v* Cx 1 - Dr+ES r, 

« 3 


ubi 




tdi 


ad D ITJME NTU M 


ubi n :=: 4, faciendo M 2 C, ideoque L 33 B, N 3 D, & w S 2, 

er ; t _ 2 _ - Z 1 —^ C*, vel t C 1 majus quam B . D , dummodo 

CUC (2. -4- 1) (4-1+1) P 

omnes radices aequationis lint reales. 

Quia (per Lem. III.) radices aquationis quadraticar 


n -1. t 

» (—-) x' . 


— '{n -1) Bx- 4 -C 33 # 


funt reales, erit (per Lem. I.) ~ {n -i) 4 . B'majus quam n 1-- ■ T ) C, 

& dividendo utrumque per ——-—~■ 3 erit C majus quam 1 .C* 

ideoque in aequatione 

X*-B**' 1 H- Cx n ' z -D* “ 3 &c. i 7 A =3 #, 

dimenfionum w, & cujus omnes radices funt reales, quadratum ipfius B 
cocfficientis fecundi termini, duCtum in fractionem majuseftquam 

1 . C rccfcangulum ex coefficicntibus adjacentibus. Sed (per Lem. II.) 
omnes radices aequationis 

Ax” -- bx n 1 -+- cx nx - Scc. ±T Cx* " B^t- 1 3 0, 

vel," dividendo per A, radices aequationis 


b n*i C nz 

A* - 1 - A* ' 


R. +- 2 v . — 2 X +~ i =: 
A * .+- A ~ A ~ 


It —" I l) > ‘ 

funt reales, ideoque (cx iis qux modo diximus) ( ——j— majus cfTcde- 


bet quam 1 . , 6c per confequens ( ) b majus efl quam A 5 id- 

A i 

circo in aequatione 

x* --- Bx”' 1 Cx”’ 1 - &c. ^ rx'- bx A ss*, 

dimenfionum 0, & cujus omnes radices funt reales, quadratum coefTi- 
cientis x duftum in fra&ionem --■, majus cft re£tangulo ex cocffi 1 * 

ciente termini x 4 , & numero abfoluto j fed, (per Cor. Lem. III ) omnes 
radices «quatioeis = • -i- - 01 - "■ 3 *<- ' - 
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L*' rp. (» — m) M* N rs o, 

funt realesj ideoque, cum hxc aquatio fit dimenfionum (m-t-i), quadra¬ 
tum (n — m) M ductum in fra&ionem C^-t-O—J_ m ajus erit quam re- 

z(m. 4-0 J ^ 

dangulura cx {n - m^i) (LZZ 1?) L & Nj id eft 

majus erit quam (»-w-+-i) ( ” •— *% ) L. N. ideoque dividendo utrum- 

que per (»-w;-+-i) (-), ent 7-r— --- . M' maius 

^ r v . 2. (»-w+i) J 

L .N. Q. E. D. 


COROLLARIUM. 


Fiat feries fra&ionum -2 , 2 - 1 , 2 -? 2 -? Scc. ufque ad i, 

1 ’ i ? 4 » * 

quarum denominatores fintnumeri in progreflione arithmetica, i ,1,3,4, &c, 
usque ad numerum », qui indicat dimenfiones aequationis 

x* - B \;” r h- C*”*~ — 6cc. +T A :=J * i 

numeratores fint in eadem progreflione fed inverfaj dividatur fecunda ha¬ 
rum fra&ionum per primam, tertia per fecundam, Sc fic deinceps , & po¬ 
nantur fradtiones, quae ex hifce divifionibus oriuntur, fupra medios termi¬ 
nos aequationis, hoc modo. 

» *■(« — 1) u »—0 4 ( n —4 1... 

m ’ 3(»—1) ’ 4 (»—z)’ }•(»—3) 


x’ — Bx"’ 1 -t- Cx"’ 1 — Dx’” 3 Ex”’ 4 — &c. +r A =: ». 

Tunc fi omnes radices aequationis funt reales, quadratum cujusvis coeffi- 
cientis,du&um in fradtionem,quae fupereminct,majus erit re&angulo ex coef- 
ficientibus ad jacentibus. Hoc corollarium converti non poteft,innumerae enim 
dantur aequationes, in quibus quadratum coefticientis cujuscunque, dudtum 
in fradtionem fupereminentem majus efl*e poteft produdto ex coefficientibus 
adjacentibus, & tamen aliquae vel forte omnes radices poiTunt cfle imagi- 
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mriE Idcirco, ubi quadratum cocfficientis du&urn iu fra&ion?m fuper- 
Sntem majus eft produfto ex coefficicmibus adjacentibus, nihil inde 
S concludi, quoad poffibiliiatem radicum lequatioms; fed ubi tale 
ottad ratum iu mu i upKcatum , minus eft ejusmodi produfto , id certum eft 
indicium duas dari radices impoflibiles. , .«i 

Ex di&is, immediate deducitur demonftratio regulae, quam dedit lllu- 
ftrifllmus NEWTONUS, qua determinatur numerus radicum impoflib - 
lium, in quavis data aequatione'. 

SCHOLIUM. 

Aquationis 

Cx” 1 - Dx ”' 5 .+. Ex ”' 4 - F-v ”' 5 4 - &c.'+r A =3 o 

radices def.gncntur litteris a,b,c, d, e,f, g, &c. erit (ut notum eft) 

B fumma omnium radicum 

^ -+-/-+-£ & c « 

C fumma produ&orum cx binis radicibus 

ab -+- ac •+• ad -h ae -h af -4- ag •+* &c. 

D fumma produdorum ex ternis radicibus 

— abe - 4 - abe -4- abf -4- abg -4- &c. 

E ^ abed -4- abef. -+- abeg - 4 - &c. 

F ~ ab ede -4- abedf -4- abedg -4- bedef - 4- &c, 

* • 1 . t? ut in Propofitione, M aliquod cx coeffi- 

& lta ., t ^ cinC f^ S J r m ^ «-ffirirntes adiacentcsj £t w exponens ijpiius M *, iit 
cientibus, L 6c N coefficic t iarum, qua: dari poflunt inter ter- 

Z ' fUi T 0 ^aen a ni m X n «lmma cx omnibu^ dnffis quadratis quorum 
minos coefficie . * a q f umm a illorum quadratorum , quorum tcr- 

termim difF ru . . f umma illorum, quorum termini tribus 

SiffcruntHueris! / fumma illorum , 'quorum termini quatuor differunt ht- 
te-ris, .& de ceteris. Si M fu aquale 


F abede - 4 - abedf -b abedg 
erit 

Z ■« {abede _ dbcdf) x + — abcdgY ^ 

+ {bedef - alfgby -+- &c. 


&c. 


{abede - abtfg )* 




CAMPBELL DE; NVM. RAD ICr _IMP 0 S S. ro* 

u s (abcdc rr.abcdfY -f- (abcde — abcdg)' -4r (abcde — labcdby 
-*-(bcdef— bcdcg) x -t- &c. 

4 j , - C 

/3 :=s (abcdc — abcfgy (abcdc — abcfb) z - 4 - (bcdef — bcdgby - 4 . &c. 

y ^ (abcde — abfgb) 1 -+- (abcdf _ abegb)' - 4 - &c-. ' 

J' ^ (abcdc — afghk) x •+• (ac dfg — abebk) x - 4 - i&c. 

Hifce pofitis, dico, quod quadratum cujusvis cocfficientis, ut M, du&um 
in fra&ionem -- m -- excedit re&angulum ex coefficicntibus 

(w-4- i) (n — m- 4 - I) 

adjacentibus L.N, quantitate 


C»-4-0 Z 


(/0-4-1) (n—nt-+- 1) i 




Series-•— * —r i- 3- — y - *— b &c. tot debet habere termi* 

1 3 4 J* 

nos, quot dantur unitates in m. 

Sit asquatio 


Cx } - Dx 1 -4- Ex — F £3 o 9 

cafu n e p. Sit M zz B es tf-4-£-4-f-* 


x» - Bx 4 

cujus radices fint *, c, </, in quo 
5 erit L s 1, N =3 C, w ^ 1 

Z s (*-£)* (*- 0 z *+• *+■ ( a — 0 * ■+■ (£- 0 J ■+• &c. « *: 

Idcirco r-^ . B* rei i B 1 excedet 1 . C quantitate 

(i-k 1) (f- 1 - 4 - 1; f 

(f -4- !) Z I $ „ I . •rJ^ s *r T * 

--—-r-- ~ L Z -— * s ^quia Z ^ - Z ^ *— 

(l - 4 - l) (f —I- 4 -l) i f Z IO 1 ® 

(tf—£)* -4- *- (a—cy+ ►- (a—dy h- &c. qui femper cft numerus pofitivus, 

cum radices*, b, c , d, e funt reales, five fint pofitivx, five negativa:. 

Si M ^ C ^ ^ 4- + ac +bc &c, 

erit L B, N ^ D, w ^ 2, 

Z s ( ab—acy -4- (ab— ad) 1 -4- (ab—cdy -4- (*£-<&)* -+- $Cc. 

« e=5 (ab— ac ) 1 -4- ( ab—ad) x -4- (ab— ac ) 1 &c. 


Tm. II. 





fc* ADDITAMENTUM 

(B s3 {ab—ei)' -+- {ab—a)' -+- (ab—de)' -+- &<:• 

ideo —-- — l )—- . C’ vel •— C* excedet B.D quantitate 

(l-M) (f-l+l) i 

— -— x - — /3 5 ; (quia Z =3 «-(-,0) 

(i+.l) (f-i-M) a } 


T $ ~ T (*b-cij'+ l (ab-ce)' 
O o 6 


(ab — *)* - 4 - &c. 


qui femper eft numerus pofitivus, cum radices rf, b, c , d^ e, funt reales, 
uve fint pofitivae, five negativae. 

Sit ^ s D s -4- abd -+- aed ace -4- 6 cc 

erit LsC,NsE,«a]. 

Z ^ (tffo— abd ) 2 -4- ( abe—abe ) 1 -+- -4- Stc. 

ct — abd ) 1 -4- ( abe—abe )* -4- (abe—aedf -4- &c. 

0 ;=3 (tffo -( abe - cdeY -4- ( abe - bde ) 1 -4- £cc. 

* 0 . Ideo-*—- n* vel i- D l excedet C . quantitate 

7 (3+0 (r—3-+-0 * 


(f-Hl) Z 


(quia Z ~ * 4- 0/ /3 :=s 


( 3 -HI) (f—3+-0 i 3 

Z- (<?$*—adef 4— i* . — bde) 1 4- &c, qui femper eft numerus pofi¬ 

tivus, ubi radices funt reales. 

Sit M :=5 E S 3 4 - abee 4 - +• bcie 4- Scc. 

erit L ss D,NsA,w^4> 

Z cs (*W— abceY 4- (abed _ abde) 1 4- — bede) 1 +- &c. a «> 

fi « 0 K V — <r. Ideo 7 --, E 1 , vel i E 1 excedet D.A 

p y ^ ( 4 -hi) (r— 4 -hi) r 


(f H 1) Z 


- 4- « S5 iz 


1« - Jz= - 

* * ' 10 I fi 


(4+-0 (f-4+-0 1 : f * ’ >° 10 


quantitate 

[abed _ abce) % +- ~ (abed — bede) 1 -H &c. qui numerus eft femper pa- 

10 

fitivus, fi radices fiat numeri reales. 


PRO- 


CAMPBELL DE KVM. RADJG. 1MP0SS. 
PROPOSITIO II. 


'_ B.v” 


8cc. irAso 


jequatio cujuscunque dimenfionis, cujus radices cum ipfarum fignis expri- 
muntur litteris a, b, e, d, e, f, &c. Sit M coeffioens quicunque hujuj 
aequationis, fint L & N coefFicientes adjacentes lpjj Mi K, O ’ 
cientes adjacentes ipfis L & N •, I, P adjacentes ipfis K, & ® > H, Qj, 
ipfis I &‘P, & fic deinceps. Sit m exponens coemcientis M 5 ut in 

Scholio, zz fummsc omnium quadratorum, quae fieri poUmt ex differen¬ 
tiis terminorum ipfius M. Quadratum cujufcunque coefhcicnus, ut M, 
1 ^ \ 

dudtum in hanc fra&ionem ~ (i-- j n _( tt — i)~ c N n — m —1 ' 

* ( *— f u ~^~ } 

excedit L.N—K .O +- I. P-H.Q.+- &c. quantitate 


_L_ 1 __ qux quantitas femper eft numeru* 

n -r n — i , „ 

** ( 2, ^ a 

pofitivus, cum radices a, b, c, d, 5cc. funt realcs, five pofitiv*, five 

negativas. 

Sit aequatio feptem dimeniionum, ut 

_ Bx‘ -h Cx 5 - Dx 1 Ex-’- Fx' -t- Gx- - A a ». 

cujus radices fint a, b, c, d, e, f, g. in hoc cafu » ss 7- Sit 
MsEs abed .+. abee ■+■ abef abeg -t- bede -t- &c. 
erit » 54 , L =-D, Na_F, K sC, O a G, I =5 -B, P=s - Aj 
Z ss (abed — abee) 1 -t- ( abed — abcf) % ■+■ (abed — abcg)‘ ■+■ Scc. 


Idcirco — («- 


_) R: vel ^ E 1 excedet D. F—C. G-+ 

4 / Jf 


_ , a 

B .A , quantitate--—-- - -- 

7 • r ■ T 

( Abcd—L.abtf )' -f. &C. 


^ vel 5. s Z — -.abee) 1 

4 70 7 ° 

4 



Yp8 ADDITA M E N T U M 

Ex hac propofitione deducitur fequens regula determinandi numerum ra¬ 
dicum impoflibilium in data aequatione. 

E binomio elevato ad potentiam, cujus index exprimit dimenfiones aequa¬ 
tionis propofitae, fumantur uncia: terminorum mediorum, unitate depref- 
fx; quxvis uncia fic deminuta, dividatur per reipondentem unciam dupli¬ 
catam, & fra&iones, quae inde oriuntur, ponantur fupra medios terminos 
correfpondentes in data aequatione: & fi quadratum cujusvis termini du- 
ftum in fra&ionem fupereminentem majus fit quam re&angulum e terminis 
immediate adjacentibus, minus re&angulo ex proxime utrinque jacenti¬ 
bus, plus refltangulo ex urrinque fequentibus, minus &c, tunc lignum 
ponatur fub ipfum terminum, cujus quadratum fuit multiplicatum per 
fradtionem fupereminentem j fin minus, ponatur fignum negativum, atque 
fub primum & ultimum terminum ponatur fignum Tot ad minimum 
erunt radices impoflibiles, quot dantur mutationes in feric fignorum a 
figno -4- ad fignum-, vel a-, ad -+». 

Ex- gr. determinandae iint radices impoflibiles in aquatione hac, 

x 7 - fx 6 .+. ifx*-2$x*-4- i8x 3 iox 1 - zSx -+-24 ~ a - 

Unciae terminorum intermediorum in feptima potentia cujusvis binomii 
funt 7, 2f, 3<", II, 7. ex quibus fubtrahendo unitatem, &C dividen¬ 

do reliquum per ipfam unciam duplicatam, quotientis erunt 


: 6 20 54 34 £ vel i 

14’ 41* 70 70 41 14 7 


i° 17 17 10 £ 

3f’ 7 


qu® fractiones ponendae funt fupra medios terminos datae aequationis hoc 
modo. 


x 7 - fx 6 -+- ifx* 


11 7 

23^-4- l8* J - 4 - iox' - 28X -4- 24 S5 9 . 


Deinde, quia quadratum ipfius fx 6 duCtum in fra&ionem fupereminen¬ 
tem ideft x" minus ell quam x 7 .ifx*, ideft quam ifx' 1 , pono 

fignum-fift/terminum fx 6 . Porro , quia quadratum ipfius ifx* du- 

ftum in fraCtionem fuperiminentem id eft x 10 majus eft quam 
(__ 17 > x<) -(X 7 • i 8 x’) =3 P7X'°, pono fignum -4- fub termi¬ 

num ipx*. Video etiam quod ^ x® (quadratum termini 2 3** duCtum 

io fra&ioncm minus eft, quam (ifx* . . iox')-*i(xt.-28x) 

” 4 * 


CAMPBELL DE NUM. RADIC. JMPOSS. is* 

-< 192X 8 j pono fignum-fub terminum i$x\ Deinde quia 

id eft majus quam (- ijx 4 -. io^f 4 )(-—if**i8x)_(p^.24) 

-2 jox 6 , pono Tignum-f.fub terminum i8*J. Porra, cum (iox a )\ 
vel 1222. x 4 , minus fit quam 

(i8* 3 . — 28*)-(2$x 4 .24) ss 48^, 

pono fignum-, fub terminum iox\ Tandem, quia (28v) 1 . L , vel 

2ifcc\ majus eft quam iox* . 24 ^5 240X*, pono fub 28* fignum 
ut dixi, Tub primum atque ultimum terminum feribo -4-. Cum autem fint 
fex mutationes in fignis, video fex dari radices impotlibiles. 

Si radices impoffibiles fuiflent invenienda: per regulam IS kV\ 1 OIS 1 A- 
NAM, fic fuiflet operandum. 

i l L L L L 

7 9 4 4 ^ 7 

x 7 _ fX* -4. ifX 5 — 2$X 4 -f- l8x J -4- IOX*- 28.V -+- 2-4 =3 *. 

+- - 4- +- 4 - 4 - 4- -H 

per quam regulam duae tantum radices impoflibiles inveniuntur, cum den¬ 
tur fex, fcilicet 1 +-V - 5 , 1 - V - 3 » 1 4 " ^ -* 1 » 

iJt-V _- 1» *_ V - 1 > feptima radix eft — i. 



AD D IT A ME NTU M 

DEMONSTRATIO 

Theorematis de Totevtiis radicum &c. 
AUCTORE GEORGIO FRIDER. BAERMANNO 


L. A. M. Sc Math. Prof. Vitemberg*. 


TN excellenti Opere Is a aci Newtoni , quod Arithmetica Univerfa• 
1 lis inferiptum eft , extat inter bene multa eximia inventa, quibui 
incomparabilis ille mathematicus Algcbrac fines prorogavit , perele¬ 
gans quoddam theorema, quo ille in loco de limitibus radicum aequatio¬ 
num ufus eft. Legitur id hifce verbis enuntiatum. ,, Ponamus cogni- 
j, tas quantitates terminorum sequationis fub fignis mutatis efle p, q , r, J, 
,, /, Stc. eam nempe fecundi p, tertii y, quarti r, quinti s , & fic 
„ deinceps* & fignis terminorum probe obfervatis, fiat p^Stf, pa 4 — 
,, 2q zz F, pb -4— qa 4- jr c , pr 4 -<^ 4- ra 4 - 41 ^ d, pd 4— ^ - 1 — rb 4- sa 
„ pe 4 - qd 4 - rc 4- sb 4 - ta 4 - 6 v ~ f \ & fic in infinitum, ob- 

,, fervata ferie progrcflionis* Et erit a fumma radicum , b fumma qua- 
,, dratorum ex fingulis radicibus, c fumma cuborum , d fumma qua- 
,, d rato - quadratorum , e fumma quadrato- cuborum, / fumma cubo-cu- 
„ borum, & fic in in reliquis.” Cujus regulse cum aliquoties magnum 
ufum, non folum in theoria de limitibus sequationum , fed & in aliis 
quxftionibus tranandis, expertus eflem *, non contentus ejus per in¬ 
ductionem probatione, perfeCtam demonftrationem habere exoptabam. Sed 
ut ipfe hujus theorematis inventor id fine omni dcmonftratione vel analyfi 
expofuit; ita nec ab aliis mathematicis , quorum feripta evolvere mihi li¬ 
cuit, ejus aliquam demonftrationem traditam reperi. Ego vero demon¬ 
ftrationem hujus regulae aliquoties pertentans, quoniam ex theoria forma¬ 
tionis poteftatum eam ducendam efle falfo perfuafus eram, femper in in- 
duCtionem valde incompletam, & jam in cafu quintarum poteftatum nimis 
intricatam, rejcCfcus , fcopum meum haud eram aflecutus. Nuper autem 
cumJoANNis Bernoullii Opera evolvens,forte incidiflem in locum, in 
quo illuftris ille Geometra fe Newtoniani iftius theorematis , quod elegnn- 
tiflimum appelLt, demonftrationem invenifle dicit, (*) eamque iifdem 
operibus fruftra quaefiviflem: incitabatur animus, ut rem denuo aggrederer* 
& aliam nunc viam ingreflus ad veram ejus regula: demonftrationem per- 

ve- 


(*) Vide Operum Tom. IV. p, 21. 
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▼enilTe mihi videor. Quam ergo inveni laudati theorematis dcmonftratio- 
ncm, eam nunc, hac fcriptione analyticc exponere conftitul 
§. I.. Sint feries fequentes. 


I. 

II. 

III. 

IV. 

a 

0 

0 

0 

b 

ab 

0 

0 

e 

ac,bc 

abe 

0 

d 

ad , bd , cd , 

abd , aed , bed 

abed 

e 1 

a e, be , er, de 

abe , ac e, bce , ade , bde y ede 

abee , aede^ bede 

&c. | 

£cc. 

&c. 

6 tc. 


Termini feriei primitivae <? i, b, c &c. funt quaelibet quantitates fub lignis 
fuis vel —. In qualibet aurem fecundanim ierierum terminus ordinis 

n (initio numerandi fado a cyphris) formatus e It ex n -i terminis le- 

riei proximae praecedentis, multiplicando Ungulos per terminum n tm in 
feric I. Commata, quibus uniufcujufque termini partes diltindac funt, li¬ 
gna 4— vel — denotant, quas iis partibus ex lege multiplicationis con¬ 
veniunt. 

§. II. Sit fumma n terminorum fub fignis fuis in ferie I. =;«, fumma n 
terminorum fub lignis fuis in ferie II.=s/ 3 , fumma n terminorum in fe¬ 
rie III. = y, in feric IV. =5 in feric V. =3 e, & fic deinceps. Evidens 
ergo e It fore. 


/3 :=3 fummse produdorum ex (ingulis binis inter n terminos feriei I. 


y ^3 fummas produdorum ex lingulis ternis n terminos ejufdem feriei 
/ fumma: produdorum ex lingulis quaternis 


t s fummx produdorum ex lingulis quinis &c. 6cc. 

§. III. Quoniam, li numerus terminorum n in ferie I. unitate crefcere 
ponitur, terminus ordinis n +- 1 fit incrementum lumma: *, vocabimus 
terminum da. Si e. gr. »^4, elt dazzc, fin 3, elt 

liter, quia, fi n tranfit in »+- 1, 3 crefcit termino ( n 4 - 1 ) L ' lcrie^li: 
appellabimus hunc terminum d&. Sic, fi iterum fuerit n :=3 4, erit a, —- 
be, ce, de. Eadem ratione terminus ordinis n +- 1 in icne III ^ c f tur ^ 
dy i terminus ordinis 1 in ferie IVzzdJy in ferie Vzzdt, 5 T uc por¬ 
ro. Ex his & lege formandarum illarum ferierum (fc. 1.) apparet, cuc 

d& :=s 



i rz A D D I r A M E N 7 U M 

Et generaliter : fi in ferie §. i. *, 3, y &c. fit quantitas v ordinis w, & ter¬ 
minus r ordinis m -i, fore d» =3 r*» , 

k IV. Si porro fumma » terminorum fenei I. (:=S#) ;=:yf, lumma qua¬ 
dratorum ex totidem terminis feriei I. s B , fumma cuborum ex totidem 
terminis feriei I. fub fignis fuis =S C, fumma biquadratorum ^3 , iumma 

quintarum poteftatum fub fignis fuis = E, &c. Manifeftum inde eit, ft 
iterum litura d incrementum defignemus, quod fumma poteftatum ex n 
terminis feriei primae capit, dum n unitate crefcit, fore. 

dA dat. 

dB ^ dx % 
dC s- 
dD — 
dE a ^ 

Et generarim: Si ^ fit fumma poteftatum gradus w ex fingulis w terminis 
feriei primitiva, fore dfzz d **>. Nam e. gr. notat incrementum, 
quod accipit fumma cuborum ex n terminis primitiva fenei, dum » tran- 
fitin»+- i- C ergo crefcit cubo termini ordinis n +- i in eadem feries 
oui terminus cum fit d* ( §. $ ) . necefle eft ut fic dC := d*\ 

V. Ex his autem & iis, quae *. 3. di&a funt, fequitur effe. 


dudB 


dC I dudB 


at.dC 1 dydB 

t=3 

fidC &c. 

dxdC 

zn 

dD dlidC 


otdD dydC 


&c. 

d<tdD 


dE dMD 


ad E 1 dydD 

3=3 

&c. 

&c. 


&c. 1 &c. 


&c. 1 &c. 


&c. 


Et generaliter: Si t, f fint duo termini in ferie §. 2. continui, atque TV 
duo termini inferie § 4- fe invicem, nullo interpofito, excipientes, erit 
dtdT^ndr. Etenim (§. 3 ) d^ardx, & pofito d'T^d*”>-i, erit dV 
/<*'» .Ergo s . 

§. vr. Jam primo, ut inveniam relationem inter A, B, * & /3 , intueor 
aquationem (§. X .) d&z=i*d*, Sc difpicio, quaenam, per methodum in¬ 
crementorum , addi debeant fecundo membro, ut id quantitas incrementa¬ 
lis completa fiat. Deinde, his ad pofterius membrum additis, & ufdem 
(vel totidem aliis, fed illis figillatim aqualibus) quantitatibus priori mem¬ 
bro adje&is, ut aqualitas utrinque confervetur, redeo ad fummas termi¬ 
norum, quae relationem quafitam inter .</,£,«& 3oftendent. Itaque 
cum quantitati *d * addenda lint *dx 4- A* x , ut quantitas incrementalis 
completa habeatur (*)5 fit autem d% x zZ dB: ad aquationem dfr es ud* 

addo aequationem d& 4 — dB <*d& 4 — d** j fit idfi 4 ** dB d. act. 

Hinc 

(*) Si hiijus demonftrationcm defideias y vide $. ix. 
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Hinc redeundo ad fummas invenitur 
zfi ~ A*< 

§. 7. Secundo inve (ligaturus relationem inter A,B , C , *, / 3 , & 7, 
fumo fequentem aequationem §. 3.^ =5 Cujus pofteriori membro, 

ut id completa incrementalis fiat, addere oportet «d$ 4 - d&d*. Eli au- 

tem xdfi zz Axdx (§> 3 . 4 O 9 &c d$d* zz *dx x 3 .) ^ *dB (§• 4 )* Er- 

go ad aquationem dy zz (Zdx 

addita aeqilationc .Axdx 4 — xdB zz ud$ -H d&dx , fit 
dy 4— Axdx 4— xdB ZZ d. Afi 

^Tunc ex %, 6. /ubflituatur valor quantitatis Ax> & prodibit fequens 
«quatio 

dy 4 — ifid* 4— Bdx zz d. A (i , 

. •, : • ~^'»dB 

quae, cum fit &dx ZZ dy , huic sequipollet 

$dy - 4 — Bdx ZZ d. A@- 
4— xdB 

Denique, ut compleatur quantitas, incrementalis in fecundo termino ob¬ 
via, addatur aequatio dxdB - dC zz o (§. f) 5 & habebimus 

3 dy '4- Bdx - dC zz i. ^/3. . 

■ r 4- 

4 1- dxdB 

Unde, capiendo fummas fingulortim terminorum, invenitur 

Y/ 4- Bx - -C zz A&. 

§. 8. Similiter, ut definiatur relatio inter A, B, C, D j £9 7 & 
confideremus aequationem §. 3. zzydx. 

Hujus fecundo membro, ut id fummabile fiat, addi debent quantitates 
*d y 4 — dydx. Atqui eft «dy zz AM* (§• 3 - & 4 ), atque 4*4* ~ P«* 1=2 
4). Ergo, ad «qualia aequalibus adje&is, fit 

d£ 4- A$d* 4- fidB zz d. Ay . 

Et in locum quantitatis fubflituto ipfius valore ex aequatione ultima 
$•7. fit. : . k'- mrkji tv. urf *?~ri tcwfi-J'»*-* r ' 0 



.t>\ C\ j d ETftr uui ^a\va 

di 4 - ty(U -H B*d* muL Icdu 4^ fidB ss d. Ay, 
feu, quia 7 ,yd's zZ jdJ, &xdx ~ dfi (§. 3), 


4 di 4 - Bdl> —— Cdd 
f 4 — 3^5 

-UC ii 3 ■ -r’> -r - . • ,' 

Quare., addita aequatione dfidB -— xdC — 
bemus 


; d. Ay. 


/nop^upH. orr 
j.nlqqiu^, bi, 


da.dC 4 - dD ^ o (§. f), ha- 


4 ^ 4 — Cd& •• ■ ■- Cif/jt 4 *- -dD. eS. d. A.y^-> •■ * 

4— /3*/C ■■■ — udC 
4 — -Auffi - ' :* 


Ex <}ua aequatione, furo mas fmgulorum terminorum capiendo*, didtUriirtC' 
4 i H B3 - Cx 4 - D £3 

§. 9. Eadem via relationem inter A, B, C, D, *, 3 , >,<*,&« in¬ 
venire, & continue ad altiora progrefTum facere licet. Sed ut, quae ad 
perfectam New tornant theorematis xiemunftracibnemj adhuc requiri viden¬ 
tur, generatim & univerfe perfequnmur, fequens theorema oitendere lu- 

ber. • c 

Sint in ferie quantitatum A, B, C, &c. -§. 4. expofitarum tres quaevis 
s, r, V, fe invicem ordine excipientes, & poftrema quidem T fit fumma 
poteftatum gradus m 4- 1 ex quotvis fingulis termini feriei pfim‘£ ' iV 
procedens autem T fumma poteftatum gradus m ex totidem terminis y 
lint porro 0, ^ t, t, v in ferie quantitatum *, fi, y, &c. §. 2. expofi¬ 
tarum fefe ordinatim excipientes, nc ut ultima quidem v fit fumma produ¬ 
ctorum ex lingulis (m 4 - i) enis terminis feriei primae §. 1. procedens ve¬ 
ro r fumma produ&orum exfingulis ^«“ terminis ejufdem feriei, Sic: 
Dico, fi fuerit 

mr 4- B(> - Cn 4 - Do .... S» ir T 53 Ac 

lignis litterarum B, C, D, .... ait, erti an tibias, fore 
(m -+• 1) v -f* B<r -Cf -t- Zhr.... 7 V +1 ^ii' At. 


Nam inter aequationes §. 3. fumta illa, quae eft ordinis w, fcilicet fi 55 
«r fecundum ejus membrum quantitas rncrementalis completa 1 reddatur, 
addere illi oportet udr dxdx. 1 Sed (§. 3 -) *dr 21? A<rdx ,<■ & drd«o 53 cdx 
(§. 4). Ergo generatim habemus 

l).d* + <dB+A<d«^ d. At. 

Jam fubflituto hic pro At ipfius valorc, erit 
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i) dv -\-<rdB- 


- Wt dx « 4 - &tda ■ * ><• £irdx -4- Dodct .... 
. •. . Sudxr 4 ~~ 7 ^<* •—1 d- At. . 


Atqui per xquatiancm initio fumtam eft fmdx,f=mdv, ideoquc </u 4- rmd*~ 
(w -f- i)^w > & cum <r fint quantitate? in ferk §. *• continuar, evidens 
eft ex §. $• fore ^ » &*• kacfcm ratione patet, effe vd* s d^ 0 dx ES 
&c. Itaque, fubftituUone rite fa&a, habetur 

3) (>» 1) dv SE Cd% -+- Ddx .... ±T Ttf* ES <^. 

Cuius aequationis priori membro addatur $1 dr , & fuppleantur in fingu- 
lis ejufdem membri‘terminis ea: quantitates, quae accedere debent, ut ex 
quolibet termino quantitas inte^ralis feu fumma erui potfit. Quibus fa&w 
prsecedens aequatio fub novij tantum fpecie redibit 

4) (m-*- 1) dv -4- cdB - Cd(> -4- .... i* Tdx dr eiJ 

v • C«/ir -J— 'fidC -+- ±T 

-t- drdB - d$dC -4- dndD ir d*dr 

Etenim vi f f. d.c/B - ( dC = c, & -/MC * WC -J3 . &c. Ergo 

cuiufque terminorum, qui fecundum terminum lcquuntur, pars media, 
& pars ima termini prrecedentis, fe mutuo deftryunt. penique effe qua- 
.que+r^r *7 dV a 0, ex §. f. apparet. £rgo sequationcm « 
membrorum-«qualitate m 4) tnuifmutan poffc, certum eft. Quod cum 
ita iit, eliciendo ex fingulis terminis sequationis 4) quantitates integrate* , 

(m 1) u B<r —— Q -4- Dx .... Tct es ^ T * 

f. 10. Hoccc theorema legem progreffus xquationum, quibus relatio-' 
nes inter quot vis ex quantitatibus A , 5, C, £>, &c. & totidem ex quan¬ 
titatibus a, 3, y, «f &c. definiuntur, in fe continet. Nimirum, quia in¬ 
venimus (§• 6 . 7. 8.) 

■ C 72 AI 3 . , , 

. c« 4- D 72 Ay. erit vi theor. $. J>, 

■ CJ3 4- Dtc—rE = .n . , . > 

■ Cy -hZ> 0 —£*-Hf « - 4 . 

Sc c • Scc. 

Verum, ut clarior fiat illa progreffionis lex,8c verbis poffit diftin^ju» ex¬ 
primi 3 terminos harum a:quatiooum, alio ordine pontos, hic intra exm oo. 

J3 Ax —20. 

C ees 5*->4$ +- $y. 

D zZ C& _ 53 4 - ^y - 4 ^- * 

£ -3 £* - C0 4- ^ 4- f*. 

F E« - /)j3 4- Cy -— Hr ^ 

Scc. &c. p 4 Ma- 


2 3 

3 ^ 

4 ^ 

6 } 


B eE 

- 

53 

5y ■ 

.B& 
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Manifeftum igitur eft, ad inveniendum valorem quaoiitutiS; littera aliqua 
majuscula in ieric §. 4 . expreffae, feribeodaseffe omnes majufculas illam 
antecedentes, fecundum alphabeti ordinem, inchoando ab ea qua: illi pro¬ 
xima eft* deinde fingubs imjufculas-ducendas effe in litteras alphabeti 
grxei, ordine fuccedentes, fic ut prima majufcula in «, fequens in 3, & 
fic porro, ducatur* ultimo autem horum produdorum jungendum fcdUm 
ex fequenti littera grxea in numerum, qui ejus, in alphabeto lacum .indig¬ 
eat * tandem feriei fic formatx terminis pnefigenda effe figna-+-&- 

altematim , incipiendo a figno- 4 ^. ' ' 4 ' 

§. 11 . Et ha: quidem, quas poftremo loco recenfui aequationes, eae ipf^c 
funt, quae in theoremate Ncv2t0nia.no , quod demonftrandum mihi fumfe- 
ram, traduntur. Confiat enim/cognitam quantitatem fecundi termini in 
omni xquatione, figno ejus mutato,effe fumma; omnium radicum xquatio- 
nis xqualem. Hinc, fi feries prima §. 1 . fit feries radicum alicujus xqua- 
tionis: erit noftrum y/ vel « — a vel p in fov naulis NEWjrQN I. Cqefficicns 

cognita tertii termini xquationis, quae NEW.TONQ eft- q , aequalis eft 

aggregato productorum ex fingulis binis radicibus fub.fignis fuis, quod 
nobis erat =5 3- Cognita quantitas quarti termini xquationis, figno 
ipfius mutato, quam NEWTONUS dixit r , eft fumma fadorum ex lin¬ 
gulis ternis radicibus, quam nos potuimus y. Cognita quantitas quin¬ 
ti, figno ejus manente, & quas ergo ex NEWTON1 denominatione 

cr J t=3 _ s , eft fumma produdorum ex fingulis quaternis radicibus, quam 

nos vocavimus <T. Coefficiens termini fexti fub figno contrario, qux N EW- 
TONO eft 53 r, quia aequatur aggregaro produdorum ex fingulis qui¬ 
nis radicibus, in noftra nomenclatura eft =3 e* & fic deinceps. Ergo pro 

a% 0 *. v, e &c. i° pofterioribus formulis §. 10 . feriptis p , — q, r,- s, t 

Scc. fefpe&ive , 6c pro A y B> C, D &c. fubftitutis litteris NfiWTQNt 
a t b t c } d &c. fit. 

Summa quadratorum b~ap tq 

cuborum c sa bq - 4 - aq -+- 
b i quadratorum dzzcp -+- bq ar 
quadrato-cubor. e zzdp -¥■ cq - 4 - br - 4 - ai - 4 - ft' 

8tc. Sqc. 

f. it. Qux in fuperioribus de incrementis quantitatum variabilium, & 
de inventione aequationis integralis ex aequatione incrementali, fine de- 
monftratione affumfi , ne filum analyfeos rumperem ? ) ca in gratiam eorum 
ledorum» quibus forte methodus incrementorum nota vel familiaris non 

eft, hoc loco, quoniam id fereviter fieri poteft, deiiiohftfabo. 1 " 

Intelligantur duae quantitates variabiles. A y B, & dum altera carum A 
erefeit quantitate a , altera B ponatur crcfcerc quantitate 0. Dico produ- 
di ex utra que AB incrementum fimultaneum'effe B* 4- :A!&\ 4- «3. Nara 
quia A t B creTcendo fadx funt A+~oc, B +- 3: neceffe.eft ut produdum 
cx iis nunc fadum fit (A -+-«)- (B - 4 - 3 ) es AB - 4 - B* Aji - 4 * #3* Verum 

in 
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in primo earum quantitatum ftatu erat produ&um ex ipfis AB. Evidens 
itaque eft, incrementum hujus produ&i efle B* -*-Afr -+-«/ 3 . Cui confe- 
quens eft , incrementum, quod eapit AA, dum A crefcende iit 
eiTe lAot-Jt-oLoe.. E convcrfo' igitur, fi B <*-*- A 5 .- 4-a /3 ipe&ari poteft ut quan¬ 
titas incrementialis (poteft autem ut talis fpedtari, fi confiet, * efTe incre¬ 
mentum variabilis A, & / 3 , fimultaneum incrementum variabilis B): quan¬ 
titas integrali?, feu fumma, ad quam iftud incrementum pertinet, erit AB. 

Porro, fint plures A,B\C t &c. quarum relatio generaliter & perpetuo 
definiatur aquatione e. gr. hac, A - Bz=xC. Sint earum valores praten¬ 

tes fimufianei a> b, c refpe&ive, & incrementa, qua: mox , cum mutabun¬ 
tur, accipient, *, / 3 , y refpe&ivc. £rgo in ftatu pratenti iUarum varia¬ 
bilium obtinet haec xquatio a - bz=iC', & in ftatu mox futuro locum ha¬ 
bebit haec , - b -/3 ~c-+-y. Igitur, prxcedente aequatione huic 

fubtra&a, necefle eft, ut fit etiam * — 0 = 3 * . Qi^re , e converfo, ob- 
fcurum efie nequit, ex aequatione incrementali completa, vellit « — /3 ~ y. 

re6te colligi xquationem integralem A - B zz C , quae variabilium con* 

ftantem ad fe mutuo relationem definiat. Atque hxc quidem eorum,quae 
Mxfuperioribus fumta.fuere, jllu litationi. fufficiunr. 
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P R O P O SITIO I. — 


I N aequatione quadratica tot funt permutationes quot radices pofi- 
tivar, 6e adeo tot fuccefliones quot negativae. Pono autem hic 5c fem- 
per in fequentibus, nifi contrarium moneatur, omnes radices efie leales. 
Dem. sit. (i) x l +px + q =3 o 9 (2) x* — px-+-q ~ 0 (3) x l -+-px-q~ § 

(4) x*—px q ~ 0,erit pro duobus prioribus cafibusx ^p^V{^ p z —q) 


tc pro pofterioribus x 


i- p +q) 5 notante pun&o fignum ipllus 

2 ^ 4 


pfigno in aequatione oppofitum. Jam, erit caEbus primis “(?) m * nor 

& adeo cafu 1. utraque radix negativa, Eant vero & duae luccefiiones, ca¬ 
fu 2. altera pofitiva altera negativa, adeft vero fucceEio oc permutatio. 

Deinde cafibus poftremis cft V^p^q) major ►-p unde tam cafu 3 quam 4 , 

erit una radix pofitiva altera negativa, adeft vero etiam utroque cafu una 
fucceEio & una permutatio. E. D. 


PROP. II. LEMMA. 


Series fignorum -*-*&-, utcunque permixtorum, habet permutatio¬ 
nes numero pari , fi finiat per -4-, impari fi finiat per- 

Dem. ponatur feries aliquot ejusmodi fignorum augeri accedente uno, 
ita tamen ut & in ferie audta, primum fignum fit -4- & ultimum adhuc 
^ V cl_prout erat antea: Dico permutationum numerum vel non au- 
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gflri, vd'augeri binario. Inforatur enim novum figilum utcunque in mediam 
feriem,&pDpenur vel inter duo fimilia (puta-+-inter duo-*-, aut ^ inter duo~) 
tumque permutatio nulla accedit* vel inter duo diflimilia,. acceduntquc, 
permutationes duae, vetVinter fimile & difiimile, deftruiturque permutatio 
quae ante erat inter haer dub, accedit vero alia permutatio loeo ejus* at¬ 
que nova etiam fuccefiio. Si vero- accedens lignum debet addi ante pri¬ 
mum vel polt ultimum, oportet ut ei fimile fit, adeoque addat fuccefiio- 
nem, non permutationem. Omnibus ergo his cafibus vel non augentur 
permutationes, vel augentur binario. Quibus inteHedis pcrfpicitur, fi in 
una aliqua ferie fignis quam paucifiimis conllante propoiitio vera fit, ve¬ 
ram etiam fore in alia quavis plura figna habente. Sed ferierum, qua: a 
ligno h- incipientes per-4-finiunt, atque permutationes habent, paucifiimis 

terminisr conflansell- h— i-*- in qua funt permutationes numero pari, 

quare fi augeatur in ea lignorum multitudo ita tamen ut extrema maneant 
-4-, vel non crefcct permutationum numerus vel creicet binario, manebit- 
que adeo fernper par. . 

Inter eas vero feries quae finiunt per-, paucifiimis tcfmm.fs con¬ 

flat ha:c — habens permutationem unicam. Igitur permutationum 
numerus,vel non crefcens vel crefcensf binario,fernper manet impar. Q.E.D. 

P R O P, III. 


Curva quam aequatio x* -4 -pxf -4 -qx - “ ' " ' 4 ~ tx ~ ? 

definit, intclledo per m numero pofitivo integro,, duobus cruribus diver- 
git in infinitum, ad easdem axis partes fi ferit m par, ad diverias fi m im¬ 
par, poteft vero axem fecare m vicibus & quavis interfectione tranlit y in 
bppofitum.* 

Dem. sit AP v, PM z=S y, cadant vero abfcifhe pohtivac ad dex¬ 
tram ordinata: pofitivae fupra axem. Jam ad x oo eft 7 z=i x 

infinitum, pofitivum quidem fi m fit par, qualecunque lignum habdat x, 
fed negativum pro x negativo fi fit m impar.' Porro aequatio detbrnima- 
ta qux prodit ponendo y habet radices w, unde poteil y evanefeere m 
vicibus, fi eae radices omnes fint reales. Denique ad quamvis intcrfccno- 
nem, puta ad E , curva axem tranfit, fk proinde y etiam tian it ,ri ^PP° 
tum,nili forte coeuntibus duabus interfedionibus curva axem tangat. ^ 

tjj “ i j v ~~ ** 

Cor. I. cogitetur alia curva, pro qua fit mx m —l)P x 

+-(m-i)qx m 3 . + t=Zi erunt Z ut dy, pofiM^v = •• ^ H « 

igitur curva poteft praecedentis differentiali^y^cari* Et c P^ r S ! V° > 
formando hujus jWiooalis fluxionalem , atque opus urgendo donec deve¬ 
niatur ad lineam»redam, quae erit curvae />ro/»..differenualis gradus m-\. 

Cor. II. AD ea x ad quae eft ^ ss o, eft quoque 
mum aut minimum, vel, fi utrumque communi vocabulo complecti %ch>. 
Umes. Sic fi GH fit ordillata, negativarum inter C «c maxima, j 

* Vide fig. ad hanc r^g. 



il6 additamentum n . 

AG abfcifla, ad quam difFerentialis curvae propofitae axem fuum iecat. 
Vel fi Kl (£3 AG adeoque ad x idem,) HI ordinata minima pofitivarum 
qu* cadunt inier C & D ia novum axem. - 

Cor. III. secet curva axem m vicibus, & fit F ultima interlectio ver- 
fiis dextram, erit curva ad dextram punCti F perpetuo fupra axem, oc 
adeo ad finiftram infra. Unde ordinatae inter F & -interfeCtionem proxime 
praecedentem E funt negativa:, & VW limes inter eos, eft maximum ne¬ 
gativum. Inter E & D vero limes PM elt maximum pofitivum, 8c inter 
D C rurfus e fi: GH maximum negativum, atque fic porro omnes limites 
funt maxima, fignis fuis-alternantia ab ultimo negativo, a quavis epim m- 
terfeCtione ad proxime praecedentem ordinata: crcfcere atque lurlum de- 

crefcere debent. r 

Cor. IV. protnde fi ad x aliquod ubi eft dy xz o> ht y non maxi¬ 
mum fed minimum, pereunt ibi duae interfe&iones & fiunt in aequatione 
Prop.*v ofito yxzo, duae radices impoftibiles. Sic fi curva tn fig• refeia- 
tur ad axem per K transeuntem , fpeCtabit ad aquationem quinti gradus cujus 
quatuor radices funt impofiibiles, duae propter minimum f//., duae prop¬ 
ter minimum WX. Nam fi y fiat minimum, necefle eft ut antea decre¬ 
verit & poft rurfus crefcat, & proinde fi tale y non fit ultimus ex limiti¬ 
bus, fed ex intermediis ut HI y ordinat*, nec ante cx infinito decreverunt, 
nec poli in infinitum crefcW,teti afflui* utrinque duo maxima ST\ 
ejusdem cum minimo HI figni, pateteme perire duas interfediones C oc D 
qua: contignent fi loco HI minimi, fuiflet GH maximuni maximis duo¬ 
bus RS, PM oppofitum, curva relata ad axem AF+ ubi fpectaflet ad «qua*, 
tionem quinque dimenfionum, habentem omnes radices reales. Non difli- 
rnili ratiocinio oftenditur perire duas interfcCtiones ultimas, f,jFj » limes 
ultimus ad ^non fit maximum negativum ut VW , fed minimum pofitivum 
ut WX , nec non perire duas interfeCtiones maxime verfus finrltram litas 
R C fi ad abfcjfiam maximam negativam , ad quam eft dy ~ 0 (y c l mini¬ 
mam’pofit i vam , fi tales negativx non adfint) limes eft polmvus in cafu m 
paris, negativus in cafu ** imparis. Hxc autem latius perfequi hic nihil 

cor. V. spectet curva ad aequationem cujus radices omnes funt reales , 
hoc eft contingant interfectiones w, fint vero abfeiflae pofitivae ad quas cadunt 
limites, numero », & erunt limites omnes maxima, fignis fuis alternan¬ 
tia, ita quidem ut fi ultimus verfus dextram, fcilicet VW y dicatur n 
& reliqui MP , n— i. ac GH , n—i &c. fit 


n—i - 

»- 4 J - 
n—ik 




n—\ fofitivus 

- - - 

n-r - - - 

ti-ik —I. - - 


Proinde, C quatratur qualis fit primus ad abfeiflam AC , fitque n im¬ 
par, patet effe debere n—ik =5 i feu cfle eum negativum, ut GH in hg- 
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ubi » — fi vero fit n par, erit n - iik-i —i — i, & limes maximum 

pofitivum. 

cor. VI. in hypotHesi Cor. prae, cade nt lemper non pauciores 
quam n interfectiones ad abfeiflas pofitivas. Nam inter quasvis duo maxi¬ 
ma proxime ie fequentia , cum lint oppofita (Cor. $.), cadit interfcCtio, & 
adeo inter maxima n cadunt interfeCtiones n —-i. Porro cum ultimum 

maximum fit negativum (Cor. $.); dabitur adhuc n* interftCtio F ,accedens 
prioribus n — i, puta duabus E , D, quae cadunt inter tria maxima 
VIV, PM, GH. 

Cor. VII, sit. 4G abfeiffa ad quam fpeCtat maximum primum GH ex 
praefatis », atque fit n impar, erit GH negativum, (Cor. f.): iit aequatio¬ 
nis Prop. ultimus terminus u pofitivus, feu fit -+- 1 *, & ad .v zz o , feu ad 
eft curva fupra axem. Unde debet axem inter G &; A tranfire vel fc- 
mel, vel ter, vel quinquies &c., numero impari. Sed cum inter quosvis 
duos tranfitus cadat maximum,darentur maxima adhuc inter G & A , adeo- 
que ad abfciiTas pofitivas , contra hyp. Ergo tranfit axem faltem femel, ut 
in C. Si vero fit—«,eft ad A infra axem ,eumque adeo inter G & A vel 
non tranfit, vel tranfit bis, quater, &c, numero pari ,quod rurfus fieri nequit, 
ne plura quam n. maxima oriantur. Ergo non tranfit. Proinde fi fit n 
Impar, erunt interfe&iones ad abfcifTas pofitivas, numero n -+- i fi fit-t-#, 
n fi fit __ u. Nam n femper funt, etiam fi nulla fit inter G & A (Cor. 

Cor. VIIT. si sit n par , erit limes primus pofitivus (Cor. f.) Unde 
fi mi ii ter, ut ante, deducitur fore interfe&iones numero » -+- i fi fit 
6 c n fi lit - 4 - u. 

PROP. IV. 


Aequatio determinata quae prodit ponendo Z zzo in for.i. prae , ha¬ 
beat tot radices pofitivas quot habet permutationes; & numerus utrasque 
indicans fit n: dico & aequationem qua; prodit Prop. III., faCto y ^,0, 
habere tot radices pofitivas, quot ipfa habet permutationes. 

• Dem. per hyp. arquatio P ro Z =3 0 habet tot permutationes, quot 

habet formula*”. px m . qx m 1 Sit primo » par, & per 

Letnma Ergo in aquatione ///. vel [ei\-p-tx+u vel -+- tx u. 

Sunt vero interfc&iones curvae cum axe ad abfeiflas pofitivas, (hoc 
radices pofitivas aequationis quae prodit pofitojy z2 o ) ca,u i . numero 
cafu 1. numero At manifeftum etiam eft permutationibus n quae 

erant in x m . px m ~~\ qx m ~" 1 - - - -4-/*, accedere nullam.fi fit- 4 -«, uni- 

cam fi fit- u. , T x - 

Deinde fi fit n impar, erit vel- tx+u vel- u (per Lemma ) & 

cafu i. erunt radices pofitivas w-t-i, cafu i. faltem n (Cor. 7. piae.) rurius- 
que patet tot efle radices pofitivas quot funt permutationes. L. 

r... , rcop ' 
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. In omni aquatione tot funt radices pofitivae quot funt permutationes, 
fub conditione Prop , I. 

Dem. valet enim hoc de quadratica Prop . I. Ergo per Prop. IV. de 
cubica, cujus differentialis eft quadratica, ergo de ca cujus fluxionalis eft 
cubica, hoc eft de biquadratica, & fic in infinitum, cum quaevis aequatio 
fit differentialis ejus, cujus gradus eft proxime fiiperior. E. D. 

Cor. cum aequatio gradus m habeat terminos & figna numero w-^l, 
fequitur ut fi habeat permutationes numero n , fucceffiones fint numero m-n. 
Sed fi radices pofitiVat ‘firit numero #, erant negativa: numero m —adeo- 
que tot negativa: quot fucceflioncs. Cafus fi nzz o tum in his continetur:tum 
etiam ex gencfi aequationum perfpicitUr, cum an oculos incurrat, fi omnes 
radices fint negati vse, meras dari fuccefliones. 

Schol: cur regula non pofiit applicari fi aequatio- radices imaginarias 
Contineat, patet ex Cor. 4. Pr. I 2 l.-, pereuntibus enim interfe&ionibus , 
hoc eft ingredientibus aequationem radicibus imaginariis,ccffat hypothefis cui 
innititur Cor. y. 6. 7. 8. Pr. III. & adeo tota haec theoria Ceterum ex 
harum curvaram confideratione perfpicitur etiam,duobus modis ineffc pofic 
imaginarias. Vel -enim differentialis aequationis radices quaedam funt ima¬ 
ginarias 5 vel hae quidem omnes reales funt, efficiunt vero quosdam limites 
minima, quae maxima efficere debebant. Poftrerfium genus pendet a con¬ 
ditione termini ultimi in aequatione, adeoque eo mutato tollitur. Ita parabo- 
lois in fig. exhibita, fi referatur ad tfi^axem, fpe&abit ad aequationem gra¬ 
dus y. habentem 4. imaginarias ob unicam interfe&ionem Y. Jam fit ap¬ 
plicata quaevis 33 & AK 33 b , & ejusdem curvae ad AP axem 

relatae applicata quaevis MP z=i y eritque y z=: w - b y & fi ante fuerit 

x*. px 4 - - - . tx. u z=iw y erit jam .p.v 4 - - - . tx.u — b 337, folaque 
mutatione ultimi termini ex u in K u b , abiit aequatio in talem cujus om¬ 
nes radices funt reales. Quando vero differentialis aquationis radices fiunt 
imaginaris, limites plane fiunt impoflibiles atque y continuo crefeunt- 
Tunc autem principalis aequationis imaginarias ab ejus coefficientibus pen¬ 
dere manifeftum eft. Sit x* *. px. r s; & *. q 33 Z, ubi Z 35 0 ad 

9 C 33 •— <7, patet fi q in aequatione fit numerus pofitivus,fore ambas 

aequationis differentialis, & adeo duas cubicae , radices imaginarias, & in 
genere in quacunque aequatione cujus fecundus terminus deeft, fore ima¬ 
ginarias, fi tertii termini,feu ipfius / 2 , coefficiens fuerit pofitivus, 

cuod evincitur formando differentiales usque ad eam quae fit quadratica 
{Cor. i. Pr. III.) Porro, fi in cubica ante addu&a fit x J — q.v, Sc adeo 

V Y q quantitas poffibilis , requiretur tamen, quo omnes cubicae radices 

reales fint, ut adhibito ante di&o ipfius x valore cum figno inferiore, 
prodeat in cubica^ pofitivum, & figno fuperiorc y negativum (Cor. 4. 
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Pr. III.), hoc eft ut cafu priore fit- i- qV -4- -4-^-+- i* q -4-r 

quantitas pofitiva unde habetur ^gJmajor i-r*,quod idem etiam fequitur ex 

altera hypothefi. His in vulgus notis, illuftratur duplex modus, quo im- 
polfibiles aequationi inefle poliunt. Inde etiam intelligitur quoUsque fe ex¬ 
tendant regulae variae a compluribus traditae , pro impoflibilibus cogno- 
fcendis. Quatenus enim inde pendent, ut datae aequationis differcntiales 
formentur, ufque ad eas-qua; fiunt quadraticae, colligaturque fi hae habent 
imaginarias, habituram etiam principalem, utique non poliunt id imagina¬ 
riarum genus detegere quod a folius ultimi termini conditionibus pendet. 
Equidem quomodo fubftituendo radices aequationis diffcrentialis in principa¬ 
lem , pofiint hujus imaginariae detegi perfpicietur ex Cor. 4. Pr. //Zj fed 
quae applicationem hujus methodi valde incommodam reddant quivis fa¬ 
cile animadvertet. 


q * 
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p: rogerii josephi boscovich 

S. I. Tublici Mathefeos Trofefforis in Collegio Romano . 

OBSERVATIO 

IN PROBLEMA LVI. 

I N Arithmetica Univerfali NEWTONI habetur problema f< 5 . hujuf- 
modi: Cometa motu uniformi rcClilineo per Calum trajicientis locis qua- 
tuor obfervat is , diflantiam a terra , motufque determinationem in hypothefi Co- 
pernicea colligere. Hoc problema, ut hic a NEWTONO folvitur, con¬ 
gruit cum illo, quod habet Prine, lib. i. prop. 16. corol. i. ubi id ad 
fimplices geometrices terminos reducitur j fic autem ibi habet : rc£la duci 
potefi , cujus partes reCtis quatuor pofitione datis dato ordine interjecta datam 
habebunt proportionem ad invicem. Nam ex quatuor ob fervat ionibus come¬ 
tae vifi e quatuor diverfis Terrae locis reda£tis ad eclipticam, determinantur 
quatuor re&x pofitione datae, quae nimirum tendunt a quatuor locis veris 
Terrae ad quatuor loca vifa cometae, & refta, quae duci debet, eft ipfa 
orbita cometae reda&a ad eclipticam, cujus partes, illis quatuor rectis po¬ 
fitione datis interceptae , funt in hypothefi motus re&ilinei, in ratione in¬ 
tervallorum temporis inter illas quatuor obfervationes, quae ratio datur ex 
datis obfervationum momentis. Profert autem ibi tres ejus problemati» 
conftru&iones, & innuit alias aWrenno, & Wallifio ante ipfum exco¬ 
gitatas. 

Cometae diftantiam a Terra is inquirit lib. $. lem. 4. quod confequi- 
tur Prop. $p., ac utitur hypothefi motus cometx rc&ilinei & uniformis, 
negligendo nimirum inaequalitates, quae habentur in orbe cometae, qui 
orbis nec revera rc&ilineus cft, nec motu uniformi percurritur. Solutio,, 
quam ibi profert, reducitur itidem ad folutionem ejufdem problematis, 
& ejus ope illud ipfum problema geometricum libri 1. refolvi facile pof- 
fet reduftione idonea adhibita, qua: aliam ejufdem folutionem exhiberet. 

Addit ibidem NEWTONUS illud: hic autem (locus cometx in plano 
eclipticae) orbe Jovis inferior effe folet. Verum fatis vereor, ne ipfe nu¬ 
meros ad ejufmodi inveftigationem c fele&is obfervationibus adhibere omi- 
feritj quod fi praeftitiflet, ego quidem arbitror, ipfum fuifle perfpe&u- 
rum, quam inepta fit ea methodus ad determinandam etiam crafio modo 
cometae diftantiam. Id ego cafu comperi, & demonftravi in mea difler- 
tatione de cometis edita anno 1744. Et quidem Euftachius Zanottus , 
Bononieniis Academia: Aftronomus, do&iflimus fane, & tam geometriae, 

quam 
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quam aftronomix peritiffimus, cum ad folutionem ejus problematis a NEW- 
TONO traditam in Arithmetica Univertali numeros applicuiflet, ufus ob - 
fervationibus Cometae, quas cenfebat admodum accuratas, quae yero a ie 
invicem diftarent per binos circiter dies, invenit diitantiam prorfus abfur- 
dam orbitam nimirum cometa;, qui apparuerat ad partes folis, invenit ja¬ 
centem ad partes prorfus oppofitas, (ive, (i quorundam Geometrarum vo¬ 
cabulis uti licet, diitantiam invenit plusquam infinitam, qux nimirum 
per infinitum traduda in negativam abierit e pofitiva, errore plusquam 
infinito. Et is quidem tum cenfuit errorem provemfle ex eo, quod ob- 
fervationes aflumfifiet non fatis proximas ad negiigendam inaequalitatem 
motus cometx, attributo errore non fatis magnx obfervationum propin¬ 
quitati, qui ab ipfius methodi vitio pendet, ut ibidem oitendi. 

Vitium autem methodi in eo confiilit, quod problema determinans po- 
fitionem redx a quatuor redis pofitione datis fcdx dato ordine in ratione 
data habet cafum, in quo evadit indeterminatum, infinitas numero rota¬ 
tiones admittens, ita ut per quodvis pun&um cujufpiam e quatuor redis 
pofitione datis duci poflit reda qux ab iis eo dato ordine fecetur m ea 
data ratione: & is ipfc cafus occurrit fi & motus cometa; Sc motus 
Terrx alfumantur pro redilineis & uniformibus. Nimirum inveni illud, 
fi aflumantur utcumque binx redx, & in fingulis tria fegmenta eodem or¬ 
dine jacentia verfus plagam utramlibet, qux fint ad fe invicem m aliqua 
ratione data, ac per bina quxvis homologa iegmentorum extrema, du¬ 
cantur redx qux erunt quatuor redx pofitione datx; polle duci alias 
numero infinitas, nimirum aliam in quavis diftantia ad arbitrium afiumta, 
qux ab illis quatuor redis fecetur in illa eadem ratione data illo eodem or¬ 
dine. Quamobrem fi motus & Terrx & cometx elTet revera redili- 
neus, & uniformis, derminatio evaderet trultranea, ut m ejusmodi Cali¬ 
bus accidit, in quibus problemata, qux generaliter funt determinata, eva- 
dunt indeterminata in quopiam cafu particulari: & quoniam, quo magis ad 
reailineum, & xquabilcm accedit motus cometx, quod non fit, nili aliu- 
mendo intervalla inter obfervationes minora, eo magis & motus lenas 
accedit ad reailineum & uniformem> idcirco, quo magis inter fe prox.- 
mx aflumantur obfervationes, eo magis ad «determinationem problematis 

aC< D eterm i natio igitur problematis oritur ab iis quamitafbus, quibus n 
bini motus recedunt a reailineis & uniformibus, & outbus obfervationes 
aberrant a veris pofitionibus redarum jungentium vera loca 7 erv . 
ca cometx redada ad eclipticam > femper enim committuntur in 
nibtts errorucli, utut exigui. Si motus cometx parumj 
recederet, motus autem Terrx recederet, ita ut ls 1C errores- tum 
major quam receflus ille, & quam exigui obfervationum errores, tum 
determinatio haberetur verx proxima. Sed quoniam receflus motus 1 cr- 
rx ab ea hypothefi eft minor, quam receflbs motus c»®***» ^«"mina¬ 
tio oritur a quantitatibus, qux aberrant a pofiu°n|b.us pro ipfe determina 
tione faciendis s & fi prxtcrea exigua funt temporum intervalla, mciq c 
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receflus eft exiguus etiam refpedu errorum ad miliorum in obfervationibusj 
unde fit ut determinatio ipfa provenire poflit utcumque remota a vera, 
nec nifi cafu quodam, quo fe errores omnes compenfent, ad veram poflk 
accedere} quam ob caufam illud fufpicor, NEWTONUM, cum aliun¬ 
de nolTet, cometas, ubi fub afpedum cadunt, infra Jovem defeendere, 
methodi autem, quam proponebat, vitium nequaquam animadvertiflet, rl- 
lud affirmafle, dillantiam ea methodo inveniri plerumque minonem diftan- 
tia orbitae Jovis. Id autem nihil omnino minuit aeternum decus, quod li¬ 
bi, ut ceteris tam multis & geometricis & aftronomicis compertis, ita 
& hoc ex capite immortalis fuae cometarum theoria: comparavit, quorum 
orbitx qua ratione definiri debeant non in falfa hypothefi motus redilinei, 
& uniformis, fed in vera motus fadi in ellipfi, quse ad parabolam accedat 
plurimum, comperit primus, & in eodem Principiorum lib. 3. expofuit, 
ac demonftravit. 

Ut ea, qux ad hanc problematis indeterminationem pertinent, demon- 
ftrentur omnia, proponam analyfim geometricam problematis redae du¬ 
cendae inter quatuor redas politione datas, ex qua orietur conftrudio fe¬ 
re prorfus congruens cum ea, quam admodum limplicem propofuit Sim- 
pfonus in fuis Geometriae elementis, quam tantummodo reddet paullo fim- 
pliciorem : ex ea vero cafus hic indeterminatus fponte fluet. 

Quatuor redae politione datae fint in fig. 1.* AB, AC, DE, FG, inter 
quas oporteat ducere redam HL ita, ut ejus fegmenta HI, IK, KL, iis 
intercepta, fint in ratione datarum TV, VX, XY. 

Sit fadum, & occurfus primre e redis datis cum quarta fit in F, fe¬ 
cundae cum prima, & quarta, in A, & Qj ac tertiae cum iisdem in D, 5 c 

Pj concipiantur autem per K, & I, redae parallelae primae, & quar¬ 

tae, quae libi invicem occurrant in N , ac prior quartae in O, pollerior 
primse in M: concipiatur praeterea reda per A, N, occurrens quartae in 
S, & reda per P, N, occurrens primae in R; patet, fore fimilia triangu¬ 
la IMH, INIC, LOK a lateribus parallelis conftitutaj ac redas paralle¬ 
las MN, FG a redis FM, QI, SN, tranfeuntibus per idem pundum A 
fecari debere in eadem ratione , ut & ON , FR, a redis FO, DK, RN, 
transeuntibus per idem pundum P itidem in ratione communi utrique. 
Hinc habebuntur hujusmodi proportiones 

FQ . QS :: Mr . IN :: HI . IK :: TV . VX 

FD . DR :: OK . KN :: LK . KI :: XY . VX 

Datur igitur ratio datarum FQ^, FD ad redas QS, DR, adeoque dan¬ 
tur & hae redae, proinde etiam punda S, R, adeoque 8c redae AS, RP, 
ex quarum concurfu N dudae reda: NG, NM , parallelae redae primae 
& quartae, per fuos concurfus cum tertia in K, £c fecunda in I, determi¬ 
nabunt politionem IK redae quaefitae HL, adeoque ipfam redam. Q.E.F. 

Ex hac analyfi fponte confequitur hujusmodi conftrudio. Fiat QS^i 

• Illarum, quae ad hanc commentationem pertinent,quod & de reliquis intelligcndum eft. 
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FCL,ut VX ad VT, & DR ad FD, ut VX ad XY. Per A, S, ScR,P, 
ducantur redae, ex quarum concurfa N ducantur NK, NI parallelae, illa 
primae, haec quartae e redis datis, & occurrentes illa tertiae in K, haec fe- 
cundae in I, ducaturque per I, & K, reda occurrens primae in H, quar¬ 
ta; inL> & dico, redam HL fore ledam in I, & K in eadem ratione, 
in qua reda TY fecatur in V, X. 

Produdis enim redis NI, NK, donec occurrant primae, & quartae 
in M, O, erunt fimi lia triangula IMH, INK, LOK, a lateribus paralle¬ 
lis cor.fiituta, & redae parallelae MN, FS, a redis FM, QI, SN, trans¬ 
euntibus per idem pundum A, fecabuntur in eadem ratione* ac ON, FR, 
a redis FO , DK, RN, transeuntibus per idem pundum P itidem in ea¬ 
dem ratione. Quamobrem habebuntur hujusmodi proportiones 


HI . IK 
IK . KL 


MI . IN 
NK . KO 


FO . QS 
RD . DF 


TV . VX 
VX . XY 


Sunt igitur tres redae HI, IK, KL inter fc, ut TV, VX, XY in¬ 
ter fe. E. F. 

In hac generali conftrudione concurfus redarum AS, RP, in N proble¬ 
ma determinat, quod unicam folutionem habet determinatam, fi illae bi* 
nae redae in unicam non coalefcunt i at iis coalefcentibus in unicam re¬ 
dam, problema evadit indeterminatum. Si nimirum pundum S abeat in 
P, & R in A> redae AS, RP, congruent, & in ea unica redaaflumi po¬ 
terit pundum N quodeumque, quod folutionem exhibebit. Tum autem 
cafus redibit ad fequentem pofitionem, atque conftrudionem. 

Sint in fig. l. eaedem reda; AB, AC, DE, FG, qux in prima, ac fit 
FQ^. QP :: TV . VX, & FD . DA :: XY . VX* dico folutiones 
problematis fore numero infinitas. Duda enim per A, fic P, reda, aflu- 
matur in ipfa quodeumque pundum N, Sc per ipfum ducantur redae 
NICO, NIM parallela: primae, & quartae e redis datis, & reda HL du¬ 
da per I, & K problema folvet. Erit enim, ut in folutione generali 


HI . IK 
IK . KL 


MI . IN 
NIC . KO 


FQ. QP :: TV . VX 
AD . DF :: VX . XY 


Problema igitur in hoc cafu evadit indeterminatum. Potcft autem duci 
reda qusefita in quacumque diftantia. Afiumpto enim in reda AC, vel 
DE quovis pundo I, vel K, duci potefi: IN parallela FG, vel KN pa¬ 
rallela AB, qux in reda AP determinabit pundum N, Sc per ipfum 
duda NK, vel NI, habebuntur punda, I, K, & tota reda HL. 

Quoniam autem licet confiderare quovis ordine redas datas, appellando 
primam,fecundam,&c. quam libuerit,& femper dabitur ratio iegmentorum 
redae ducendae interceptorum iis confideratis eo ordine; poteft P er quod¬ 
vis pundum cujusvis ex redis datis duci reda quaefita* emeiendo nimi¬ 
rum, ut ea reda data confideretur tanquam fecunda, vel tertia e datu 
quatuor. 

Sint 



Il8 additamentum 

Sint iam in fig. X . binae redx HL, H'L V fedx in I, K, & T, K' in 
eadem ratione , 8c per punda H, H' ; I, I'*, K, K'; L, L; tranfeant quatuor 
reftsc AB , AC, DE , FG ; oportet oftendere, hunc efle caium lndetermi- 
nationis problematis , ita ut inter hujusmodi redas infinita aliae duci pos- 
fint, qux in eadem illa ratione fccentur ab iisdem quatuor rettis, ac m 
data quavis diftantia duci poflit ejusmodi reda. 

Ducantur per I , & 1', redx parallelx FG occurrentes AB in M, M* 
tum per K , K v , redx parallelae AB occurrentes redx FGinO, O , & 
reftis, MI M' I', in N, N'. Erit MI.IN :: HI. IK :: HT.IK. :: 
MT.rN'. Quare tres redx M'M, II, N'N convergant ad pundum 
commune, adeoque ad pundum P. Eft igitur APNN unica reda, Se 
idcirco eft FO.QP :: MI . IN :: HI. IK, & DF . DA :: OK.KN :: 
LK KT Sunt igitur FQ^ad QP, & FD ad DA in ea ratione, quam 
debent habere extrema e tribus tegmentis redx ducendx ad medium , 
quod indeterminationem expolitam inducit. . 

Patent igitur omnia, qux fuerant propofita, nimirum haberi caium in 
hoc problemate, in quo id evadat indeterminatum, & hanc ipfum efle 
cafum , quo motus Terrx, & cometx accipiantur pro uniformibus, & re- 
ftilineis, quo nimirum quatuor redx pofitione datx tranfeant per puntta 
binarum re&arum ferarum in eadem quapiam ratione, quo nimirum cafu 
infinita: alix duci poflunt eodem modo fe&ae, ita ut in quavis diftantia 
poflit duci aliqua; unde confequitur, ex datis pofitione ejusmodi quatuor 
reais, & ea ratione fegmentoium redx inter eas interjacentis, non pofle 

determinari hujus diftantiam. . r c ... 

Prxter hunc cafum indeterminatum hujusce problematis, funt & alii ex 
generali conftruaione evolvendi, in quorum quibusdam oportet ipfam 
etiam conftruaionem generalem nonnihil immutare. 

In primis fi in fig. i. binae redx AS, RP evadant parallelx, punctum 
N abit in infinitum, ita ut nufquam jam fit. Tum & reda quxfita in 
infinitum ita abit, ut nufquam jam fit ; ac problema haberi poteft pro nn- 
poflibili. Nimirum eo cafu nulla reda ita duci poteft, ut a redis poli¬ 
tione datis fecetur in illa ratione data. Is caius habetur, ubi fit FS . FP :: 
FA . FR. Facile autem eruetur determinatio ejusdem caius per rectas 
FO FP FD FA. daras, & per fegmenta datx redx TY. Nam ex 
proportione pofita erit FS.FRsFP. FA.^ Porro cum fit FQ^. QS :: 

TV . VX, erit TV . TX :: FQ_. FS a — ’ & eodem pa<a ° 

n = Hinc FS .1 FR = T 4i Y .4 p Jv-. C» igta 

is valor debeat xquari FP.FA,erit TV . XY ad TX.VY :: FQ^.FDad 

FP FA, qux ratio fi habeatur, problema nullam folutionem admittet. 

Quod fi in fig. i. evanefeeret FD vel FE, tribus redis tranfeuntibus 
per idem pundum ; oporteret in eo cafu aflumere ad arbitrium in prima 
reda pundum/, vel in quarta/, Sc ducere redam fs parallelam quartx e 

qua - 
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«uatuor redis datis, vel fr parallelam primas, donec occurrat illa fecun¬ 
da in i , vel hasc tertias in d, ac in iifdem aflumere is ad //', vel dr ad df 
in ratione VX ad TV , vel ad XY, Sc occurfus redarum tranfeuntium 
per As, & Pr exhiberet illud idem pundum M, quod eodem modo pro¬ 
blema folverct. Edet enim. 

HI . ILC :: MI . IN :: fi . is :: TV . VX. 

IK . KL NIC . ICO :: rd . df :: VX . XY. 

Si autem evanefeerent & FD, & FQj tunc omnes quaruor datas reda: 
tranfirent per idem pundum F, in quod idcirco abirent omnia quatuor 
punda A, D, Q, P • Eo cafu reda: A*, Pr tranfirent itidem per pun¬ 
dum F, Sc vel nufquam alibi libi invicem occurrerent, abeunte 6c N eo¬ 
dem , vel abirent in unicam redam, congruentes fimul. Priorem c:\fum ex¬ 
primit fisura 4., ubi quatuor redis FB, FC, FE, FG tranfeuntibus per 
idem pundum F, ac afiumptis F/, F a ad arbitrium, & fadis, ut prius 
TV . VX :: //./;, ac XY . VX :: ad. dr, binas redas F s, Fr nufquam 

concurrunt, nifi in Fj pofterior autem cafus habetur in fig. f., ubi eadem 

conftrudione fada , redas Fr, F s in unicam coalefcunt. In primo cafu 
folutio nulla haberi poteft cum nullum occurrat pundum N , quod m utra¬ 
que e redis Fr, Fi fimul politum , poflit exhibere fimulillas duas rationes 
TV VX & VX . XY : in fecundo cafu problema eft indeterminatum 
infinitas numero folutiones admittens. Afliimpto enim ubicumque pundo 
N in reda Fri, & reliqua conftrudione perada, ut in folutione generali, 
habebitur. 

HI . IK :: MI . IN :: fi . is :: TV . VX. 

1K . KL :: NK . KO :: rd . da :: VX . XY. 

Hic pofterior cafus pertinet ad illud ipfum problema indeterminatum, quod 
in fig. 2. exhibuerant reda: AS, RP figura: prima:, coalcfcentes m uni¬ 
cam AP ipfius figura: 2. 

Quod fi prima, & fecunda, vel tertia, & quarta e redis datis cAent in¬ 
ter fe parallelas ; abiret pundum A, vel P in infinitum 5 & tunc in fig* i* 
per S, vel s ducenda eflet reda parallela primas , & fecundas, vel per R, 
vel r ducenda eflet reda parallela tertias, & quartas, quorum concurfus 
in N cum RP, vel Pr, vel cum AS, vel As iolutI ° l ^ m cxhl J > fIS t » c £ n " 
cruente in primo cafu, SN cum ON , & in fecundo PN cum MN. Pri¬ 
mum cafum exhibet figura <f., in qua fecunda reda QC exiftente 
la prima: FB, £t fartis TV. VX :: FQ. QS ducenda cftrcAa SKN 
parallela redis QC , FB, cujus concurfus in N cum reda RP deteimina¬ 
ta eodem pado, quo in figura 1., exhibet conftrudionem, duda itidem 
NIM parallela GF, £c per I, K quxfita reda HIKL. Ex eo autem cafu 

patet etiam fecundus. _ . r ., 

Quod fi tres e redis datis, vel omnes quatuor,, forent inter fc paralle¬ 
la: >problcma aut effet impoffibile , aut haberet folutiones numero infim- 
Toni. II. r tas ' 
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tas: verum eo cafu generalis illa conftrudio locum non haberet, fed lon¬ 
giore ambitu alia inde derivari deberet, quas in fequcntem admodum expe¬ 
ditam defineret. 

Sint in fig. 7. tres redas datae inter fe parallelx AB, AC, DE, quas 
fecet in F, Q^, P quarta FG. Si FQ, QP non funt, ut TV, VXj. par 
tet problema fore impoflibile; quia ducba quavis HIKL , erunt HI, IK, 
ut FQ, QP. Si autem has funt in illa ratione 5 aflumpta PL ad PQ^, 
uti eft XY ad XV , quasvis reda LH duda per L , 8 c nulla alia , folvet 
problema. Patet primum, quia HI, IK, KL erunt ut FQ^, QP , PL , 
five ut TV, VX , XY. Patet fecundum, quia quaevis alia, qua; occur¬ 
rat ipfi FG alicubi in /, habebit Ik ad ki , ut /P ad PQ., adeoque non uc 
LP ad PQ, & proinde nec ut XY ad XV. 

Sed fi & quarta fit itidem parallela , ut G' F', duda quavis FQPL , 
ipfa non fuerit feda ut TVXY> nulla alia bikL' erit ita feda , cum debeant 
ejus fegmenta efle , ut fegmenta redse FQPL. 

Si autem FQPL fuerit ita feda, quxvis alia bikL’ duda in quacumque 
diftantia, & in quacumque diredione erit itidem feda in eadem ratione. 
Cum autem & diftantia pundi L' per quod reda ducatur, & ejus inclinatio 
variari pofiint utcumque; patet, tum folutiones fore infinities infinitas, 8c 
problema indeterminatum indeterminatione fecundi ordinis. 

Hi fiint cafus praecipui hujus problematis, quod, ut plerumque genera¬ 
lia problemata , cafus habet plurimos, qui evolutionem particularem exi¬ 
gant finguli fuam , & occurrunt cafus, in quibus evadit impofiibile, ac ca- 
fos, in quibus evadit indeterminatum. In hoc problemate illud eft dolen- 
dum maxime, quod unus ex cafibus indeterminatis ibi potiflimum accidat, 
ubi ipfum problema maxime ufum habere pollet, pro quo in primis fue-- 
rat confideratum. 


f. 
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Q uamquam pro viribus laboraverim, ut opellam hanc tibi approbarem, 
benigne LECTOR i tamen nonnulla mutanda & explicanda video t 
doftus ab Amico harum rerum peritiflimo* nonnulla expianda & ad* 

dC (luoniarn' n m Didion.irio eruditi MARCHAND, articulo S’GRAVE- 
SANDE} edita eft epillcla a me ad illuflrem hunc virum fcnpta ipfn Kal. 
Juliis anni «740. quae continet totam hujus commentarii delineationem, 
quam probavit vir fummus, dicere debeo cur multa deleverim, & aliam 

faciem commentario induxerim. . A ^ 

Primo , brevitati confulens, omifi nonnullas demonftiationes, qune alitj 
in libris itnprefl» leguntur. Hujusmodi eft demonltratio theorematum, 
quas pro inventione Diviforum tradidit nofter, excogitata tum asGRAVh- 
SANDE tum a Nic. BERNOULLIO. Hujusmodi pariter eft Gecmt- 
tvU CURVARUM , quam poft hunc commentarium inceptum plurcs doCtt 
vid peumaarun 7 , inte? quo/cminent Gabriel CRAMMERUS & Leonardus 
EULERUS. Praeterea non prorlus hnc tractationem flagitabat inUitu- 
tum noftrum. Hujusmodi pariter funt Phyfices, A*™»"»* 
qutc neceflaria funt ut intelligantur nonnulla problemata a NEW! UNO 
foluta, & qua: ideo pollicitus fueram , ne tiro ad altos libros confugere co- 
geretur. Tunc fcilicet, qutc eft Juvenum confidentia fperabam me coi» 
feribere pofte librum, quem tiro fine duce poflet intelligere» nunc autem 
viginti annorum m docendo confiimptorum experientia doftus, tueor mc 
rem tunc aggreflutn efte, quam nec ego , nee nemo, puto perficere poteft. 
Quis enim flerre poteft notiones prorfus omnes qu* >" ° 

quodam? Sed cx notionibus, qua: omittuntur, has fac lc fupplet hm, Ile 
Hc lT alter nc difficile quidem. Hinc fit ut idem liber pro Lcfto.um 

habeat Leftor rem § a primis 4 principiis ^“^atftotum 'tfo.Tr 'Ido^ulfm 
fa theoremata demonftrantem. Nam a N \ 94 - “ a J°‘ ■ i,futilis 

pro multiplicandis binomiis quibuslibet , quar in Alg 1 ‘ r- --. unum 

Vomncrietur. A N° i . ad 114 regulam pro multiplicandis binomiis unum 

Faftorem communem habentibus , quae pariter laepe u,u y.™jVj£^q^ando nernpc 
vendis aequationum proprietatibus Ip um ^plXZ 

integer eft exponens, traditur a W • nf. ad 12,i * l 

th V°r-nToV 6 DocfNEWTONU5 quomodo eliminetur quantitas 

«nultarum dimenfiontim Has regulas inexplicatas re'quG um qui 

tur explanata: a Gabntlt CRAMERO ad^calcem Gemetn* curium, ujn 
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quia fine multis ambagibus res explicari non poterat j & cum lix regulae mi¬ 
nus utiles fint ad intelligendum totum librum NEWTONI, Le£tor, quan¬ 
do iis opus habebit, ad CRAMERUM confugere poteft, vel ad ea quae 
alio loco tradam a me de hac re excogitata ante hos- aliquot annos. 

Pag, ii 3. coi. 1., ut oftendam quantitatem imaginariam, efie. V f —7, pro¬ 
voco ad Se£t. I. N°. 80. Eo loco ell oftcnfum quadratum, efie pofitivunt, 
feu radix fit pofitiva, feu negativa. Ergo quadratum negativum radicem, 
neque pofitivam neque negativum habet, id eft vere quadratum non e fi: > 
quod ipfum exponit vox imaginarium. 

Eadem pag. 1 j 3. coi. 2. cx 

^ + s 72 305 fk x .y :: y .z ,ac y -+- z 72 36, fit y 27 6 -b.X> 

quod multo facilius confici poterat. Quia enim 

x-\-z 727,0 , y -+-Z 72 3<5) erit y-*- z, -x- z 72 y—x 72 36—30 — 

Nunc pauca ad Tomum II. Siquis contentus non fit dcmonftrationibus , 
quibus confirmatur theorema enunciatum pag. 19. N°. 4f. quod nempe 
omnis xquatio rationalis quae dividi poteft per x-4- m \/p 72 o, dividi 

poteft etiam per X-4-W2- n^p =5 o, videat an haec 1'ufficere poflit. 

Quoniam xquatio propofita dividi poteft per 

p 72 o > eft x z 2 - m—n Jp, & O 72 Q [rn-^nip) 

Nam ultimus terminus aequationis conficitur per multiplicationem ex omni¬ 
bus quantitatibus cognitis Faftorum fimplicium \ inter quas eft m-^nVpi 
Sc fa£tum cx reliquis dico 77 Q. 

Cum vero fit x 72 - m — poterit in propofita poni — m — n v'/», 

atque hujus poteftates, prox & ejus poteftatibus. Quo fafto propofita evadet 

o sQ[w+»^) + N(-w^W/) + 

K (-w-sV^ + Stc. 

Hinc feribendo poteftates ipfas, 8c feparando terminos, rationales, ac irra¬ 
tionales , erit per N*;» 38. ejusdem loci, 

o ^ Q»j — N»4> M(-+. L(— m 1 -3 m*p) -+• Scc. 

& 

o 7: QnVp -N»^+2Mw«^+L(-- npVp) + & c... 

Ergo fubducendo aequalia ab aequalibus, fecundam a prima 

o Q m -Q n\'p. --4-N» Vp+, M(m* - np') h- 

JL(- m r -b 3 m'n\p - y/m 2 p ~^n y p^p) ■+- &c. 

id eft 
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0 q (m—n Vp) - 4 - N(—Vp) -4- M(— m+-n v'p) j -kL(-»*-w* Vp) } -4-’&c. 

Hcec nutem aequatio dividi poteft per -#^p> & fubftituendo x Sc 

ejus poteftates pro hoc binomio & ejus poteftates, rcftituit propolium. 
Ergo quando 

x — _ 7 »— #Vp; etiam x =3 -w-h»Vp, & — »Vp =5p. 


Negotium faceflere poteft ultimus terminus. Sed dico neceflario efle 

O = 5 & R(W_« Vp). Quandoquidem 

Per hypothefim, eft O quantitas rationalis : hoc pofito nequit efle Q, 
quantitas rationalis; nam tunc O =3 Q( m+nty) eflet quantitasi irratio¬ 
nalis, contra hypothefim. Sed neque poteft efle quantitas furda unius 
nominis; ex. gr. «V£; quia tunc eflet O £c 

faltdm irrationalis eflet pars «;»Vf3. Neque potcil pars radicalis habere ex¬ 


ponentem r a binario diverfum. Si enim eflet R(yn-*V0), eflet 

O ^ QL {m+ns/p) sa R(y-+-*V/3) (»M-*V$) ^ R(wy + mxV £ + ynVp+-> 

yn V/3 Vp) 


.& eflet quantitas irrationalis. Sit ergo' > ~ Hrir 

r ^ 

nty+yn^P + yn^p + ynll 3Vp =5 my + mx\lp + ynVp + ynl&p 
quee quantitas debet efle rationalis. Hoc autem fieii nequit , nifi 
wx^(b + y»Vp ~ w*V,3 :=: -?»Vp; & w =1 y; ac *V/3 a > 

Quare eft 

R(w—«Vp) & O R(w— »Vp) Cw-+-#Vp) 

id eft ultimus aequationis rationalis terminus, qui dividi poteft per w-4*# Vp, 

dividi etiam* poteft per m — » Vp. , . 

Tunc ergo, poft fubftitutionem, feparationem, & fubduCtionem, habe- 

osR ( 7 » l _»’p) -+• N (- m+ »Vp) + Vp) 1 - 4 - L(-w-+-« Vp } h- &c, 

in qua omnes termini dividuntur per-WM-»Vp* 

Theorema quod habetur pag. 29. fub N°. S8. Sic explico.. Propofitt 
«quatio ht 

x n +. Ax” — ' + B ./ -1 -4- Cx ’ ,—3 M- Dv ”~ 4 .... +0 = 0 
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erit, multiplicando, 

-4- fi -4 -afi ^ b fi -+■ e fi 

n n —i »“-i n —j. »-*-4 . fL * , . - 

XX X X J X .... -4-pp t=S 0, 

- 4 -tf -4- 3 -4- f - 4 -d 

qu® Equatio non tantum propofit® ®qua1« eft, fed identica\ ita ut tota 
arquatio totam sequet, & finguli termini fingulos terminos. Eft igitur 

A a-t-fi > B ~ b a fi \ C s c-^-bfi &c. 

Neque difficilius explicantur N<. 8...10. pag. p8, fpj qui pariter obfcu- 
riores vifi funt. Nam 

In aequatione propofita litcra x exponit ambigue omnes radices, five po¬ 
fitivas, five negativas. 

Quando ipfius x exponentes duo n —r, & n—s funt pares, poteftatcs 
ipfae x n ~ r i & x~~ s funr pofitivE, five x exponat unam e radicibus pofi- 
tivis , five unam e radicibus negativis. 

Sint ergo duo quivis propofit® termini 

Mx”" r 3 & — Px"-', 

quaternis exponentes funt pares, unus Fa&or ipfius-4-Mx” r eft-*-x K r \ 

quare alter eft: M : fcd unusFa&or ipfius — Px” r eft x"“~'; & alter—P. 

Igitur five radices maneant quales funt , id eft pofitivx qux erant pofitivx, 
Sc negativx, quas erant negativae 5 five mutentur in contrarias, ita ut nega¬ 
tivae fiant quae erant pofitivx, & pofitivae qux erat negativE* manebunt quales 
Erant termini Equationis propofitE, in quibus x habet exponentem parem. 

Sed quando exponentes n—r 8c n—s funt numeri impares, poteftates ipfae 
x*“ r . & x”~ s funt pofitivx , quando x exponit unam c radicibus pofitivis, 
& negativE quando x exponit unam e radicibus negativis. Cum autem x 

exponat ambigue Tadices pofitivas vel negativas, unus Fa&or ipfius-+-Mx" \ 
erit dr x”“ r 5 atque ideo alter ±r M ; pariter unus Fa&or ipfius-Px”~~ s 

erit ir x” * j atque idcirco alter IpP. Sed cocfficientes M & P non mu¬ 
tantur quando radices pofitivE fiunt negativas Sc contra3 mutantur autem 

ipfx poteftates, & fiunt +- x~ r 3 & +- x~ s atque eft 

+TM .+1 x”" r S -Mx’~ r 3 Sc^P^x^s^ Vx n -\ 

Mutantur ergo figna terminorum in quibus x habet exponentes integros, 
quando radices pofitivac mutantur in negativas, & negativE in pofitivas. 

Atque hEc fufficiant. Plura qux emendanda proculdubio comperict Le&or, 
ijpfius ingenio corrigenda, & benignitati condonanda relinquo. 


ERRATA 


TOMI II. 


CORRIGE 


Pag. 12 . lin. l. inter, 5c A 
rae 2 o lin. X. Factoribus rationalibus 
pag. 82 . lin. 16 . x ! -x4x*-x l +i 
pag. 104 . lin. f. a fine 
x«—i* 1 — 24 ^ x -*- 8 o =2 o 
Ibidem lin. 5 . a fine 

— ySx l ~h^02.x—z^.6 

Ibidem lin. ultima 


inter i, & A 
FaCtoribus irrationalibus 
x* — x+xi— x 1 -*.*—1 

x+__ 8odxn-88o S 

4* 5—78* M-46 ix—806 

i* 5 — 3^-13 i*- 4 °£ 





.. ..*_■■ Z-jb-.r-x-u-ui** ^ . - • • .- • ' ■ahr‘T-|i l i 





















































































































